Die Wolbkrafttorsion - Theorie, Anwendung und
Implementierung in Software zur
Tragwerksplanung

Masterarbeit zur Erlangung des akademischen Grades
Master of Engineering

im Studiengang Bauingenieurwesen

an der Fakultat fir Bauingenieurwesen und Umwelttechnik
der Technischen Hochschule Kdéln

vorgelegt von: Martin Erfurt
Matrikel-Nr.: 11134675
Adresse: Pestalozzistr. 58

79540 Loérrach
martin.erfurt@smail.th-koeln.de

eingereicht bei: Prof. Dr.-Ing. Ansgar Neuenhofer
Zweitgutachter: Prof. Dr.-Ing. Johannes Lange

Lorrach, 09.07.2024



Abstract |

Abstract

In der Elastostatik werden Torsionsbeanspruchungen meist nach der St. Venantschen
Torsionstheorie statisch ausgewertet. Dabei wird ein kreisrunder Balkenquerschnitt
betrachtet, der sich ausschlieBlich verdreht, sodass der Querschnitt eben bleibt. In der
Praxis, insbesondere im Stahlbau, werden jedoch meist diinnwandige Profile unter
Torsion beansprucht. Hierbei stellt sich neben der reinen Verdrehung auch eine
komplexe Verwoélbung des Querschnitts in der Querschnittsebene ein. Wenn diese
Verwdlbungen behindert werden, entstehen Waélbspannungen. Zur Berechnung dieser
Wolbspannungen wurde die St. Venantsche Torsionstheorie zur
Wolbkrafttorsionstheorie erweitert. Ziel dieser Arbeit ist es, die Wolbkrafttorsionstheorie
anschaulich aufzubereiten, um einfache statische Systeme handisch zu berechnen und
die Ergebnisse mit der Modellierung und Implementierung in kommerzieller
Statiksoftware zu vergleichen.
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Einleitung 1

1 Einleitung

,Wer sich der Praxis hingibt ohne Wissenschaft, ist wie der Steuermann, der ein Schiff
ohne Ruder und Kompass besteigt und nie weil3, wohin er fahrt.”

Leonardo da Vinci (1452 - 1519), italienisches Universalgenie, Maler, Bildhauer,
Baumeister, Zeichner und Naturforscher.

Da Vincis systematische und  wissenschaftliche Herangehensweise an
Ingenieursprobleme sowie seine Fahigkeit, kreative und praktische Ldsungen zu
entwickeln, machen ihn zu einem der bedeutendsten Ingenieure, Erfinder und Vorbilder
der Geschichte. Seine Vorgehensweise lasst sich in die Schritte Beobachtung,
theoretische Grundlage, Experimente und Anwendung zusammenfassen. Im
Bauingenieurwesen, insbesondere bei der Anwendung kommerzieller Statiksoftware,
wird dieser systematische Ansatz jedoch oft umgekehrt. Durch das Anklicken weniger
Kastchen wird schnell ein statisches Dokument erstellt, ohne dass der Anwender genau
versteht, was im Hintergrund berechnet wird. Dadurch wird oft versaumt, die Plausibilitat
der Ergebnisse zu hinterfragen und manuell nachzurechnen.

Wahrend des Bauingenieurstudiums werden die wichtigsten theoretischen Grundlagen
der Elastostatik zunachst an einem Einfeldtrager gelehrt. Die statische Auswertung eines
Einfeldtragers ist umfangreicher als zunachst vermutet. Ein Einfeldtrager kann auf
Zug/Druck, Biegung, Schub und Torsion belastet werden. Durch die Bildung des
Gleichgewichts lassen sich Zusammenhange zwischen Belastung und Schnittgréfien
herstellen. Betrachtet man die SchnittgroRen in der Querschnittsebene, konnen die
Beanspruchungen, also Spannungen, berechnet werden. Anschliel3end lasst sich das
Elastizitatsgesetz ableiten, indem der Zusammenhang von Beanspruchung und
Verzerrung gebildet wird. Schliel3lich kénnen aus den Verzerrungen die Deformationen
bestimmt werden. Diese Vorgehensweise lasst sich anschaulich in Abbildung 1-1 und
Tabelle 1-1 zusammenfassen. Nach diesem Schema werden die Grundgleichungen der
Balken- und St. Venantschen Torsionstheorie hergeleitet.

Tabelle 1-1: Vorgehen zur Herleitung der Grundgleichungen [1]

Belastungen —  Schnittgrofien Gleichgewichtsbedingung
Schnittgrofien — Beanspruchungen Aquivalenzbedingung
Beanspruchungen — Verzerrungen Elastizitatsgesetz
Verzerrungen — Deformationen Kinematische Beziehung




Einleitung 2

Wie zu sehen ist, wird auch flir die statische Berechnung zunachst die theoretische
Grundlage gelegt, bevor die Anwendung erfolgt.

Ein besonderes Problem im Bauingenieurwesen ist, dass das Thema Torsion oft zu kurz
kommt. Bei der St. Venantschen Torsionstheorie wird von einem kreisrunden
Balkenquerschnitt ausgegangen, der sich unter reiner Torsionsbeanspruchung
ausschlielllich verdreht. Im Stahlbau werden jedoch meist diinnwandige Profile unter
Torsion beansprucht, wobei sich neben der reinen Verdrehung auch eine Verwélbung
des Querschnitts in der Querschnittsebene einstellt. Durch die Behinderung der
Verwolbung entstehen Wélbspannungen, die in sekundare Normalspannungen o, und
sekundare Schubspannungen 7, unterteilt werden. Aus Sicherheitsgriinden ist es daher
erforderlich, diese nachzuweisen. Diese Erweiterung der St. Venantschen
Torsionstheorie ist als Wolbkrafttorsionstheorie bekannt und fand erstmals im Leichtbau
Anwendung [2].

Ziel dieser Arbeit ist es, zunachst die herkémmliche Balkentheorie zur Behandlung von
Biege- und Schubbeanspruchungen sowie Beanspruchungen durch St. Venantsche
Torsion darzustellen. Anschlieliend wird das Walbkrafttorsionsproblem erlautert und
dessen theoretische Grundlagen stark vereinfacht dargelegt. AbschlieRend wird die
Woélbkrafttorsion anhand eines einfachen Beispiels handisch berechnet, die
Implementierung in den DLUBAL-Programmen RSTAB 9 (als Stabtragwerk) und RFEM
6 (als FEM-Modell) vorgestellt und die Ergebnisse miteinander verglichen.

Die Balkentheorie, die St. Venantsche Torsionstheorie und die Wolbkrafttorsionstheorie
werden gemals der in Tabelle 1-1 und Abbildung 1-1 dargestellten Gliederung
aufbereitet.



Einleitung
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KraftgroRen Verformungen

Verschiebungen

Abbildung 1-1: Zusammenhange und Beziehungen der Elastostatik [1]
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2 Balkentheorie

2.1 Modellannahmen

Es gibt unterschiedliche Herangehensweisen, wobei sich zwei Modelle durchgesetzt
haben: Der schubstarre Balken nach Euler-Bernoulli und der schubweiche Balken nach
Timoshenko. Letzteres Modell stellt eine Erweiterung dar, indem es Schubverzerrungen
im Querschnitt berlicksichtigt. Im Bauingenieurwesen findet jedoch hauptsachlich der
Euler-Bernoulli-Balken  Anwendung, da aufgrund der Bauteilabmessungen
Schubverzerrungen oft vernachlassigt werden kénnen. Daher wird hier der Euler-
Bernoulli-Balken betrachtet, woraus die Bernoulli-Hypothesen folgen.

1. Bernoulli-Hypothese: Senkrechtbleiben der Querschnitte
2. Bernoulli-Hypothese: Ebenbleiben der Querschnitte (keine Verwdlbungen)

Weitere Annahmen fiir das Modell sind:

— Seine Lange ist viel groRer als der Querschnitt

—  Eine annahernd gerade Stabachse

—  Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes aus Gleichung (2-1) und Gleichung (2-2)
— Nur ein eindimensionaler Spannungszustand tritt auf

— Die Verformungen, die auftreten, sind gering

c=E-¢ (2-1)

=Gy (2-2)
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2.2 Gleichgewichtsbedingung

Abbildung 2-1 zeigt einen Balken, der durch eine beliebige Streckenlast q(x) belastet
wird. Ein infinitesimales Stabelement der Lange dx wird aus dem Balken
herausgeschnitten und in Abbildung 2-2 dargestellt. Die Streckenlast q(x) kann als
konstant angenommen werden, sodass das Moment M und die Querkraft V entlang der
Lange dx von der linken zur rechten Seite eine infinitesimale Anderung erfahren. Zur
Vollstandigkeit wird auch die Normalkraft N eingefiihrt, die dieselbe infinitesimale
Anderung aufgrund einer Streckenlast n(x) (in den Abbildungen nicht eingezeichnet)
erfahrt. Durch Aufstellen des Gleichgewichts ergeben sich nach Umformen die
Gleichgewichtsbedingungen fur die Balkentheorie.

dN
ZN =O=—N+n(x)-dx+<N+—-dx)

i (2-3)
>N =-n(x)
ZV =0=V—q(x)-dx—(V+j—Z'dx> (2-4)
- Q =-qx)

2
DM = 0= b= a0 (M + ) (2-5)

- M

Q

My o

o ANEPY
l 7\§de 7
z, W

Abbildung 2-1: Balken mit einer beliebigen Streckenlast q(x) [Quelle: Skript zu Baustatik 1]

o lllllqr(f)ulu oV
(o | W Duege
N +—-dx
—— dx
X dx

Abbildung 2-2: Stabelement dx mit Streckenlast q(x) [Quelle: Skript zu Baustatik 1]
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2.3 Aquivalenzbedingung

Infolge eines inneren Biegemoments M,, ergibt sich eine linear entlang der Balkenhohe
verlaufende Normalspannungsverteilung o, (z), siehe Abbildung 2-3. Dabei erfahrt die
Balkenunterseite eine Zug- und die Oberseite eine Druckspannung. Werden die
Normalspannungen Uber die Querschnittsflache A integriert, erhalt man die Normalkraft
N. Bei reiner Biegung ist die resultierende Normalkraft N = 0.

N = f 0,(z) - dA (2-6)

A

Das Biegemoment M, wird berechnet, indem die Normalkraft N mit dem Hebelarm z
Uber die gesamte Querschnittsflache A integriert wird.

My=fz-dN=fz~ax(Z)-dA (2-7)

A A

Infolge einer inneren Querkraft 1, entstehen Schubspannungen t,(z) in der gleichen
Richtung, siehe Abbildung 2-4. Die Verteilung der Schubspannungen t,(z) Uber die
Breite y wird als konstant angenommen. Die Verteilung Uber die H6he z hangt jedoch
stets von der Querschnittsform ab. Werden die Schubspannungen Uber die
Querschnittsflache A integriert, erhalt man die Querkraft V/,.

v, = f Tx(2) - d4A (2-8)

A
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| dx

lz, w

Abbildung 2-3: Normalspannung infolge Biegung [Quelle: Skript zu Baustatik 1]

1,
\
R
|
-
"
e

T ——_ __Jdw, =v-dx
| dx L
bz, w :

Abbildung 2-4: Schubspannung infolge Querkraft [Quelle: Skript zu Baustatik 1]
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2.4 Kinematische Beziehung

Das Ziel ist es eine Beziehung zwischen der Dehnung & und der Verformung w
herzustellen. Abbildung 2-5 zeigt einen Balken, der unter reiner Biegung beansprucht
wird. Die neutrale Faser verlauft in der Mitte des Balkens. Da die Querschnittsflache A
immer senkrecht zur neutralen Faser steht (1. Bernoulli-Hypothese) gilt fir die
Verdrehung ¢(x) und die Neigung w'(x) der folgende Zusammenhang:

p(x) = —w'(x) (2-9)

Die Durchbiegung w(x) ist nach unten positiv, weshalb die Neigung w'(x) ein negatives
Vorzeichen erhalt. Da der Querschnitt A eben bleibt (2. Bernoulli-Hypothese), kann zur
Beschreibung der Verschiebung u in Richtung der x — Achse in jeder beliebigen
Querschnittshdhe z die Verdrehung ¢ (x) verwendet werden. Setzt man (2-9) ein, erhalt
man:

u(x,z)=px)-z=-w'(x) z (2-10)

Die zugehorige Dehnung e(x,z) an der Unterseite des Balkens lasst sich mit der
Verschiebung u(x, z) ausdricken:

du(x, z)

e = u’(x, z) (2-1 1)

e(x,z) =

Wird fir u'(x,z) die Gleichung (2-10) eingesetzt, ergibt sich der Zusammenhang
zwischen der Dehnung &(x, z) und der Krimmung w'' (x):

e(x,z) =-w'"(x)z (2-12)

Abbildung 2-5: Balkenelement dx unter reiner Biegung [3]
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Zuletzt wird eine Beziehung zwischen dem Gleitwinkel y und der resultierenden
Verformung hergestellt. Obwohl Schubstarrheit aufgrund der Bernoulli-Hypothesen
vorausgesetzt wird, missen zur Berechnung der Querkraft I/, Querschnittsverwdlbungen
beachtet werden. Abbildung 2-6 zeigt die Schubverzerrung eines Volumenelements dV,
wobei die Schubspannungen in x — Richtung und in z — Richtung den gesamten
Gleitwinkel y des Elements bewirken:

y==—+—=0¢0+w (2-13)

Spater wird gezeigt, dass ein Gleitwinkel angenommen werden muss, um die
Schubstarrheit zu bericksichtigen.

T K~ L)/’ | ,
W \y > \Z\XZ w dW
T[ ~
__)/ ~
\ XZ \
dZ ® \2 \. \
-\ \‘ \
1 N \
=Vox N
l— TN
\\ \

Abbildung 2-6: Schubverzerrung eines Volumenelements dV
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2.5 Elastizitatsgesetz fur Biegemoment und Querkraft

Setzen man fir M, aus Gleichung (2-7) das Hookesche Gesetz nach Gleichung (2-1)
ein, erhalt man:

My=fz-E-e-dA (2-14)
A

Durch das Einsetzen der kinematischen Beziehung aus Gleichung (2-12) erhalt man:

My=fZ'E'(—W”'Z)'dA=—E'W”'fZZ'dA (2-15)
A A

Hierbei wird das Flachenmoment 2. Grades I,, fur das Integral eingesetzt. Es verbleibt
das Elastizitatsgesetz flir das Biegemoment:

My=—E-I,-w" (2-16)

Analog zum Biegemoment wird die Querkraft bestimmt, indem fur V, aus Gleichung (2-8)
das Hookesche Gesetz fur Schub nach Gleichung (2-2) eingesetzt wird.

b= G y-as (217)
A

Die Schubverzerrung aus Gleichung (2-13) wird eingesetzt. Da das Schubmodul G, der
Verdrehwinkel ¢ und die Neigung w’' unabhangig von der Querschnittsflache sind,
koénnen diese vor das Integral gezogen werden.

b= rw)-da=G-p+w)- [ da (2-18)
A A

Aufgrund der durch die Querkraft V, hervorgerufenen Vorwdlbungen bleibt der
Querschnitt A nicht mehr eben und verliert somit einen Teil seiner Flache zur Aufnahme
der Querkraft V,. Die reduzierte Querschnittsflache zur Aufnahme der Querkraft V, wird
als Schubflache Agbezeichnet:

V=G-As- (p+w') (2-19)

Die Reduzierung der Querschnittsflache A wird durch den sogenannten
Schubkorrekturfaktor k berucksichtigt. Das resultierende Elastizitatsgesetzt fur die
Querkraft lautet:

V,=k-G-A (¢p+w) (2-20)
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Die Schubflache A wird in der Praxis naherungsweise ermittelt, wobei kommerzielle
Bemessungsprogramme dies unterschiedlich handhaben. Bei geschweilten I-Profilen
ist die Bestimmung einfacher: Aufgrund des unterbrochenen Schubflusses zwischen
Steg und Flansch kann nur die Stegflache die Querkraft aufnehmen.

Das Produkt (k- G - A) definiert die Schubsteifigkeit des Balkens. Unter der Annahme
der 2. Bernoulli-Hypothese, bei der von ebenen Querschnittsflachen ausgegangen wird
und die zuvor beschriebene Verwolbung der Querschnittsflache vernachlassigt wird,
muss die Schubsteifigkeit in Gleichung (2-20) gegen unendlich gehen: k-G - A = co.
Trotz dieser unendlich groRen Schubsteifigkeit soll eine endliche Querkraft I, resultieren.
Dies erfordert, dass die Schubverzerrung in Gleichung (2-13) gegen Null strebt: ¢ +
w' - 0. Damit bestatigt sich der Zusammenhang aus Gleichung (2-9) fir die reine
Biegung.

y:(p-}-w':O (2'21)
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2.6 Differenzialgleichung der Biegelinie

Das Elastizitatsgesetzt aus Gleichung (2-16) wird nach x differenziert und mit der
Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (2-4) und (2-5) verknlpft. Es verbleibt eine
gewohnliche Differenzialgleichung vierter Ordnung. Die gesamte Lésung lautet:

E'Iy'W”” =q
E-I,-w" =q-x+C
E -1 ’W” _1 2
y —E'q'x +C1'x+C2 (2-22)
1 1
E'IJ"W’ :E'Q'x3+z'c1'x2+C2'x+C3
E-1,- 1 . 3, 1 2
y W =ﬁ'CI'X +€'Cl'x +§-C2-x +C3'X+C4

Mithilfe von Randbedingungen lassen sich Lésungen fir die Durchbiegung w und deren
Ableitungen w',w",w"" finden, um die Durchbiegung handisch zu berechnen.
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2.7 Spannungen infolge Biegemoment und Querkraft

Um die Biegespannung o,(z) zu berechnen, wird die kinematische Beziehung aus
Gleichung (2-12) in das Elastizitatsgesetz aus Gleichung (2-16) eingesetzt.

M, =— J"f) Ly w" (x) (2-23)

Hier wird das Hookesche Gesetz aus Gleichung (2-1) eingesetzt.

0x(2)

I
Tz W@ =a@ (2-24)

M, = —

Zuletzt wird nach der Biegespannung o, (z) umgestellt.

M
0,(2) = T 'Z (2-25)
y

Fir die Herleitung der Schubspannung 7, (z) wird ein separates Modell benétigt. Da dies
jedoch fur diese Arbeit kaum relevant ist, wird darauf hier nicht weiter eingegangen.
Zusammengefasst ergibt sich fur die Schubspannung 7, (z):
Vz- Sy

I,°b

Tx(2) = (2-26)
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3 St. Venantsche Torsion (Primare Torsion)

3.1 Modellannahmen

Die Torsionstheorie kann nicht mit einem einzigen Berechnungsschema behandelt
werden. Durch eine Verdrehung 9U(x) des Stabes koénnen abhangig von der
Querschnittsform Querschnittsverwoélbungen entstehen, bei denen der Querschnitt nicht
mehr eben bleibt. Die St. Venantsche Torsion setzt voraus, dass entweder keine
Querschnittsverwdélbungen auftreten oder dass entstehende Verwdlbungen nicht
verhindert werden. Verwoélbungen werden beispielsweise durch eine Einspannung oder
durch einen nicht konstanten Torsionsverlauf entlang der Stabachse verhindert. Weitere
Voraussetzungen fiir die St. Venantsche Torsion sind:

— Eine ideale Stabachse

—  Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes

—  Erhaltung der Querschnittsform

—  Verdrehung um den Schubmittelpunkt

— Die Verformungen, die auftreten, sind gering

Fur das Verstandnis der Torsionstheorie wird zunachst ein vereinfachtes Modell mit
einem wolbfreien Querschnitt gewahlt, sodass der Querschnitt eben bleibt. Dies trifft auf
rotationssymmetrische Querschnitte zu, wie etwa den Kreis- und Kreisringquerschnitt.
Abbildung 3-1 zeigt das Betrachtete Modell mit einem Kreisquerschnitt. Der Drehwinkel
9(x) nimmt entlang der Stabachse x linear zu. Der Zuwachs des Drehwinkels 9’ (x) wird
als Verdrillung bezeichnet und ist entlang der Stabachse x konstant. Damit ist ein
konstanter Torsionsverlauf gewahrleistet. Alle Querschnitte sind somit gleichwertig zu
betrachten.

dd(x)

dx

= 9'(x) = konst.

e,

Abbildung 3-1: Betrachtetes Modell der St. Venantschen Torsion [4]
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3.2 Gleichgewichtsbedingungen

Abbildung 3-2 zeigt einen Balken, der durch zwei Torsionsmomente M; und ein
beliebiges Torsionsstreckenmoment m(x) belastet wird. An einer beliebigen Stelle x
des Balkens wird ein infinitesimales Stabelement der Lange dx herausgeschnitten. Das
Torsionsstreckenmoment m(x) wird als konstant angenommen, sodass das
Torsionsmoment My entlang der Lange dx von der linken Seite zur rechten Seite eine
infinitesimale Anderung um M} - dx erfahrt. Das Momentengleichgewicht wird um die
Achse x gebildet und ergibt nach umformen die Gleichgewichtsbedingung flir die
Torsion.

- Mr =-mg

Abbildung 3-2: Stabelement dx mit Torsionsstreckenmoment [2]
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3.3 Aquivalenzbedingung

Das Torsionsmoment M, ergibt sich durch Integration der Schubspannungen t Gber den
gesamten Querschnitt. Die Schubspannungen 1 verlaufen tangential zum Radius r in
Drehrichtung. Das durch die Schubspannungen 7, und t, (bertragene Torsionsmoment

My betragt:

M= [y +7y07) -4 (3-2)
A

Mit dem Radius r vereinfacht sich der Ausdruck zu:

MT=jT-T-dA (3-3)
A

Wird ein Schnitt durch den Querschnitt gefliihrt, zeigt sich deutlich, dass die
Schubspannungsverteilung linear verlauft und in der Profilmittellinie spannungsfrei ist.

i

.
dANt

il
U%chnitt I-1

Abbildung 3-3: Torsionsmoment als resultierende der Schubspannungen [Quelle: Skript zu Baustatik 2]
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3.4 Kinematische Beziehung

Wie bereits in der Balkentheorie wird ein Zusammenhang zwischen dem Gleitwinkel y
und der Verdrehung 9 gesucht. Abbildung 3-4 zeigt ein herausgeschnittenes
Stabelement der Lange dx und die dazugehorige Verdrehung do. Durch die Verdrehung
d9 wird die urspriinglich aufgespannte Flache ACDB um den Gleitwinkel y zu AC'D'B
verschoben. Da stets kleine Verformungen betrachtet werden, gilt fir den Abschnitt CC’:

CC'=y-dx=dI-r (3-4)

Daraus erhalt man durch Umstellen eine Beziehung zwischen dem Gleitwinkel y und der

Verdrillung 9':

dd

= .r=9". 3-5
y=4:" 9 -r (3-5)

dx

Abbildung 3-4: Stabelement dx mit Verdrehung d9
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3.5 Elastizitatsgesetz der St. Venantschen Torsion

Setzen man flir M; aus Gleichung (3-3) das Hookesche Gesetz flr Schub nach
Glechung (2-2) ein, erhalt man:

MT=fG-y'r-dA (3-6)
A

Durch das Einsetzen der kinematischen Beziehung aus Gleichung (3-5) erhalt man:

MT=f6-19’-r2-dA=G-19'-fr2-dA (3-7)
A A

Es verbleibt das Elastizitatsgesetzt der St. Venantschen Torsion.

Mp=G-9 Iy (3-8)

Gleichung (3-8) stellt das Elastizitatsgesetz der St. Venantschen Torsion dar, also die
Grundbeziehung zwischen dem Torsionsmoment M und Verdrillung 9°. Dabei ist I das
Torsionsflachenmoment 2. Grades. Aufgrund des gewahlten wolbfreien Querschnitts tritt
hier der Sonderfall ein, dass das Torsionsflaichenmoment 2. Grades I; gleichzeitig das
polare Flachenmoment 2. Grades I ist.

A
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3.6 Differenzialgleichung der St. Venantschen Torsion

Das Elastizitatsgesetzt aus Gleichung (3-8) wird nach x differenziert und mit der
Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (3-1) verkniipft. Es verbleibt eine gewdhnliche
Differenzialgleichung zweiter Ordnung. Die gesamte Losung lautet:

G'IT'19” = —mr

G'IT"L?’ z_mT'x+Cl (3_10)
1

G'IT'19 =—E'mT'x2+C1'x+CZ

Analog zur Biegelinie kénnen mithilfe von Randbedingungen Losungen fir die
Verdrehung 9 und deren Ableitungen 9',9"" gefunden werden.
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3.7 Spannungen infolge St. Venantschen Torsion

Um die Schubspannungen im Kreis- und Kreisringquerschnitt zu berechnen, wird das
Hookesche Gesetz flir Schub aus Gleichung (2-2) in das Elastizitatsgesetz aus
Gleichung (3-8) eingesetzt.

T
MT=;'IT'19’ (3'11)

Durch Einsetzen der kinematischen Beziehung aus Gleichung (3-5) lasst sich die
Verdrillung 9’ eliminieren.

T It

=— -9 =7 — 3-12
My 9 . T V=1 r ( )

Durch Umstellen erhalt man die Torsionsspannung als:

LM (3-13)

Fur die weitere Bearbeitung dieser Arbeit ist es erforderlich, die Grundformeln fir
dinnwandige offene Profile aufzulisten. Der Schubfluss verlauft hier anders als bei
geschlossenen Querschnitten. In Abbildung 3-5 ist der Schubfluss eines I-Profils
dargestellt, der entlang der Profildicke linear verlauft. Zusammengefasst berechnen sich
die Schubspannungen analog zu Gleichung (3-13) fur Kreis- und Kreisringquerschnitte.
Anstelle des Radius r wird die Dicke der Profilwandung t verwendet.
— MT .

T—IT

(3-14)

Ebenso setzt sich das Torsionsflachenmoment 2. Grades I[I; aus dem
Torsionsflachenmoment 2. Grades I; fur Rechtecke zusammen, sodass es wie folgt
berechnet wird:

st (3-15)

n
=1

w| =

Ipr=n"

Der Korrekturbeiwert n wird nach Abbildung 3-6 bestimmt.
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%1=maxi‘ -

Abbildung 3-5: Schubfluss in einem I-Profil [4]

Profil m
L |100/103
[ [ws/
T | m2
PT o
IPEI 133
W™ [116/1,29
1T | s

Abbildung 3-6: Korrekturbeiwert 7 fiir verschiedene Profile [2]
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4 Wolbkrafttorsion (Sekundare Torsion)

4.1 Modellannahmen

Die Wolbkrafttorsion ist eine Erweiterung der St. Venantschen Torsion und wird ebenfalls
nicht mit einem einzigen Berechnungsschema behandelt. Aufgrund der
Woélbbehinderung treten  Zwangungen auf, die Wolbspannungen (auch
Sekundarspannungen genannt) erzeugen. Solche Zwangungen entstehen
beispielsweise an starren Einspannungen und an Stellen des Stabes, an denen das
Torsionsmoment eine Anderung erfahrt. Dies fuihrt dazu, dass die Verdrillung Gber die
Stablange nicht mehr konstant verlauft.

dd(x)
dx

=9'(x) # konst.

Die Wolbkrafttorsion ist ein komplexes Thema, das vor allem bei dickwandigen
Querschnitten schwer nachvollziehbar ist und nur ndherungsweise Iosbar ist. Neben den
wolbfreien Kreis- und Kreisringquerschnitten kbnnen auch weitere Querschnittsformen
als wolbfrei oder quasi-wolbfrei klassifiziert werden. Aus wirtschaftlichen Griinden
werden Querschnitte als quasi-wolbfrei klassifiziert, wenn ihre Wdélbspannungen im
Vergleich zur St.-Venant'schen Torsion vernachlassigbar sind. Abbildung 4-1 zeigt eine
Auflistung von Querschnitten, die entweder der Gruppe

1.  WoOlbfrei
2. Quasi-Wolbfrei
3. Nicht Wolbfrei

zugeordnet sind.
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Abbildung 4-1: Wélbfreie, quasi-wdlbfreie und nicht wélbfreie Querschnitte [Quelle: Schineis, Torsion, FH Miinchen 1971]
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Fur dinnwandig, offene Querschnitte treten die groRten Verwdlbungen auf. Obwohl die
daraus resultierenden Wolbspannungen relativ klein und zur Stablange nur lokal
auftreten, ist es aus Sicherheitsgriinden erforderlich, sie nachzuweisen. In Abbildung 4-2
ist eine freie Verwdlbung nur an den Stellen A gewahrleistet. Fir den einseitig
eingespannten Kragarm ist der zugehdrige Verdrehungsverlauf 9(x) und
Verdrillungsverlauf 9’ (x) angegeben. Daraus ist deutlich erkennbar, dass die Verdrillung
9'(x) zur Kragarmspitze bei Stelle A abflacht.

Die Theorie der Wolbkrafttorsion lasst sich besonders fir Stahlbauprofile stark
vereinfachen. Insbesondere fur dinnwandig offene Querschnitte ist die Wolbkrafttorsion
durch handschriftliche Berechnungen sehr anschaulich darstellbar. Daher werden,
anders als bei der Balkentheorie und der St-Venant'schen Torsion, die
Grundgleichungen anhand eines dinnwandigen offenen Querschnitts hergeleitet.

a
Ol — — s — o —b %
j . H

T

e -

mm [DBLD*'IHI]]] [HI[H]I[]
M, (x) M) =const

Abbildung 4-2: Freie Verwdlbungen an Stellen A fiir verschiedene statische Systeme [4]
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4.2 Gleichgewichtsbedingung

Anders als bei der St. Venantschen Torsion treten bei Wodlbbehinderung
Woélbspannungen (0,,7,) auf. Die im Querschnitt wirkenden sekundaren
Normalspannungen g, sind eine unmittelbare Folge der Verwdlbungsbehinderung und
stehen proportional zueinander. Abbildung 4-3a zeigt, dass an den Ecken der Flansche
die grofite Normalspannung o, auftritt, die entlang der Flanschdicke konstant verlauft.
Daraus resultiert das sogenannte Bimoment M,, analog zum Biegemoment M,, aus der
Balkentheorie.

Aus Gleichgewichtsgriinden treten daraus sekundare Schubspannungen 7, auf, siehe
Abbildung 4-3b und Abbildung 4-3c. Die im Querschnitt wirkenden sekundéren
Schubspannungen 1, erzeugen ein sekundares Torsionsmoment M;,, das einen Teil
des gesamten Torsionsmomentes My ausmacht. Abbildung 4-4a zeigt den Schubfluss
infolge der St. Venantschen Torsion My, mit einem linearen Spannungsverlauf entlang
der Flanschdicke. Daneben zeigt Abbildung 4-4b den Schubfluss infolge der
Woélbkrafttorsion My,, wobei der Spannungsverlauf entlang der Flanschdicke konstant
angenommen wird.

Das Torsionsschnittmoment M, wird demnach im Falle einer Woélbbehinderung in einen
primaren Anteil M, entsprechend dem reinen St. Venantschen Torsionsanteil, und in
einen sekundaren Anteil M}, aufgrund der Woélbbehinderung aufgeteilt. Es gilt:

MT = MTl + MTZ [kNm] (4'1)

Aufgrund des Zusammenhanges zwischen den sekundaren Normalspannungen o, und
den sekundaren Schubspannungen 1, stehen das Woélbbimoment M, und das
sekundare Torsionsmoment My, in Beziehung zueinander. Es ist zweckmaRig, die
folgende Beziehung vorwegzunehmen. Der Beweis dieser Beziehung wird spéater
erbracht:

M., = My, [kNm?] - wie My, = V, in der Biegetheorie (4-2)

Das Waolbbimoment M, ist eine theoretische Schnittgréfte und schwer vorstellbar. Wie
spater gezeigt wird, ist das Wolbbimoment M, notwendig, um das Gleichgewicht der
kinematischen Beziehungen zu erfiillen. Zudem wird es bendtigt, um die sekundare
Normalspannung o, mithilfe dieser SchnittgroRe zu berechnen.
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Gy b) c)

Abbildung 4-3: Spannungsverteilung der sekundaren Normalspannung o, und dem resultierenden sekundaren Schubspannung
7, [4]

h

Abbildung 4-4: Schubfluss der St. Venantschen Torsion und der Wélbkrafttorsion [4]
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4.3 Aquivalenzbedingungen

Die primare Torsion My, entspricht der St. Venantschen Torsion, fur die bereits das
Elastizitdtsgesetz hergeleitet wurde. Im Fall der Wolbkrafttorsion lassen sich die
zugehorigen Torsionsmomente My, und M, durch Integration der Spannungen
bestimmen. Das Sekundare Torsionsmoment M, ergibt sich durch Integration Uber den
gesamten Querschnitt entlang der Umlaufkoordinate s. Abbildung 4-5 zeigt das Modell,
an dem das Elastizitatsgesetz in den nachsten Schritten nahergeleitet wird. Links wird
dabei der Schubfluss der primaren Torsion Mg, und rechts der Schubfluss der
sekundaren Torsion M, abgebildet.

My, = frz (s,x) t(s) r(s)ds (4-3)

Das Wélbbimoment M, ergibt sich analog zur Biegetheorie durch Integration der
Woélbnormalspannung ¢,, mit der neu eingefuihrten Verschiebungsgréle w,, die als
Einheitsverwdlbung bezeichnet wird und im nachsten Abschnitt erldutert wird. Das
Vorzeichen des Woélbungsmoments kann je nach Literatur unterschiedlich sein, da es
sich aus der kinematischen Herleitung ergibt. Im Index wird die Drehachse A
beschrieben.

M, =— f 024wy - dA (4-4)
A

Abbildung 4-5: Betrachtetes Modell fiir die Herleitung der Grundformeln der Wélbkrafttorsion [2]
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4.4 Kinematische Beziehung

Die kinematischen Beziehungen basieren auf [2] und bilden die Grundlage.

Abbildung 4-6 zeigt das Betrachtete Modell. Im Folgenden wird angenommen, dass der
Stab um die Drehachse A mit den Querschnittskoordinaten y,, z4verdreht wird. Ein
Querschnittspunkt P(s) an der Stelle s erfahrt bei der Verdrehung ¢ die
Verschiebung-§, = p, * 9, wobei p, der Radiusvektor zwischen A und P ist. Der Index A
zeigt an, dass sich der Stab um die Achse A dreht. Die Verschiebungskomponente v,
entlang der Tangente an der Profilmittellinie im Punkt P betragt dann:

va(s, x) = 14(s) - 9(x) (4-3)

Der Ausdruck r,(s) bezeichnet den Normalabstand zwischen A und der Tangente. Im
Folgenden wird nun das Ziel verfolgt, eine Beziehung zwischen der Schubgleitung y und
der Verschiebung u in Stablangsrichtung (Verwdlbung) herzustellen, um schlieBlich
einen Ausdruck flr die zu Beginn erwahnte Einheitsverwoélbung w, zu erhalten.

X
vorher . § fz_ .
-?’ \“(\ ‘& g 3:5 -Q-bﬁq%v
nachher s \ / r:g:”‘l 5&? \:;\\3“0"
b [ \\aﬂ (\':-’

A Drehachse

a)

Abbildung 4-6: Verdrehung des Querschnitts und Verschiebung eines Querschnittspunktes [2]
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Hierfir wird aus der Mittelebene der Profilwandung ein Element dx — ds herausgetrennt,

wie in Abbildung 4-7a. Die Achse s verlauft in Richtung v und die Achse x verlauft in

Richtung u. Die Schubgleitung y setzt sich aus den Verschiebungsanderungen v’ und u

zusammen, siehe Abbildung 4-7b. Dabei bedeutet ()’ die Ableitung nach x und () die

Ableitung nach s. Die Schubgleitung y betragt dann:

v’ - dx N - ds
dx ds

Ya = = v} + 1, (4-6)

Da in der Profilmittelline die primaren Torsionsschubspannungen t; = 0 sind, sind auch
die primaren Schubgleitungen y; null. Die sekundaren Schubspannungen 7, sind lGber
die Wanddicke gleichférmig verteilt. Mit diesen Spannungen folgen jedoch sekundaren
Schubgleitungen y,. Da die sekundaren Schubspannungen 7, sehr gering sind, wird die
sekundaren Schubgleitungen 1y, vernachlassigt. Dieser Ansatz entspricht der
Vernachlassigung der Querkraft-Schubverzerrung in der Euler-Bernoulli-Balkentheorie.
Mit dieser Annahme lasst sich Gleichung (4-6) wie folgt umstellen:

Ya=0-1,=-v, (4-7)

Fur die tangentiale Verschiebung v, wird Gleichung (4-5) nach Differentiation eingesetzt.
Damit ist die Verwdlbung u nur von der Verdrehung 9 des Stabes abhangig.

Uy = —14(s) 9" (x) (4-8)

Im Allgemeinen wird zur Beschreibung der Verwélbung die GroRRe w, eingefuhrt.

Uy = wy(s)-9'(x) (4-9)

w, ist die Einheitsverwolbung und ist laut Definition identisch mit der Verwdlbung wu,,
wenn die Verdrillung 9" = 1 ist.

Abbildung 4-7: Schubgleitung eines Elements dx — ds der Profilwandung [2]
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Durch Verknulpfen der Gleichungen (4-8) und (4-9) ergibt sich:
Ug = wa(s) ' (x) = —1a(s) -9’ (x) (4-10)

Nach umstellen der Gleichung (4-10) Iasst sich die Einheitsverwdlbung w, berechnen.

wa(s) = —frA(s) +ds + wyo (4-11)

Die Integrationskonstante w,, beschreibt die Einheitsverwdlbung im Ursprung PO der
Umlaufkoordinate s. Der erste Term wird abgekuirzt mit:

Wy(s) = —frA(s) -ds (4-12)

w, heillt Grundverwdlbung. Die Grundverwdlbung w,(s) wird in Abbildung 4-8
veranschaulicht. Ausgangspunkt ist der Ursprung der Laufkoordinate s bei s = 0. Von
dort aus wird der senkrechte Radius 74 (s) bestimmt, siehe Abbildung 4-8a. In Abbildung
4-8b wird der Radius 7, (s) gemal Gleichung (4-12) integriert. Wie in Abbildung 4-8b zu
sehen, ist das Vorzeichen von r,(s) mit dem Drehsinn um die Drehachse A verknupft.
Der senkrechte Radius r,(s) ist positiv, wenn bei positiver Umfahrung, also +s, der
Drehsinn dem Uhrzeigersinn entspricht.

Die Grundverwolbung @,(s) ist eine Querschnittsgrofle. Wie in Abbildung 4-8c zu
erkennen ist, entspricht die Grundverwdlbung w,(s) der doppelten Sektorflache A (s),
die vom Radiusstrahl r4(s) uUberstrichen wird, siehe Gleichung (4-13). Das Vorzeichen
der Grundverwdlbung @4 (s) wird durch die Richtung der Laufkoordinate s bestimmt. Ein
Anwendungsbeispiel zur Bestimmung der Grundverwdlbung @y (s) folgt im Anschluss an
die Herleitung.

wa(s) =12+ A5(s) (4-13)

Abbildung 4-8: Zur Bestimmung der Grundverwélbung [2]
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Die Einheitsverwdlbung w,(s) lasst sich zusammenfassen zu:

wa(S) = @u(s) + wyo (4-14)

Die Integrationskonstante w4, kann unter der Voraussetzung berechnet werden, dass
die mittlere Verwdlbung null ist, siehe Gleichung (4-15). Dies ergibt sich daraus, dass
bei alleiniger Verdrilung des Querschnitts die Uber den Querschnitt integrierten
Woélbnormalspannungen g, 4 keine resultierende Normalkraft erzeugen.

fwA(s) dA=0 (4-15)
A

In Gleichung (4-15) wird Gleichung (4-14) eingesetzt und nach w,, umgestellt. Dadurch

ergibt sich:

1
@1 da+oma =000 =5 [ 3a65)-aa (4-16)
A A

Die Einheitsverwdlbung w, (s) lasst sich ohne die Integrationskonstante w,, ausdricken,
indem Gleichung (4-16) in Gleichung (4-14) eingesetzt wird.

1
0a(®) = Ba(s) — 5 | Ba(5) - d4 (@17)
A
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Beispiel zur Ermittlung der Einheitsverwélbung w(s)

In diesem Beispiel soll die Einheitsverwdlbung w(s) aus Gleichung (4-14) eines
dinnwandigen, geschlitzten Quadratrohrs ermittelt werden. Zunachst wird die
Grundverwdlbung @4(s) durch Integration berechnet. Anschlielend wird die
Integrationskonstante w,, bestimmt.

Abbildung 4-9a zeigt die Dimensionen des Querschnitts. Sofern konstruktiv nicht anders
vorgegeben, verlauft die Drehachse durch den Schubmittelpunkt M. Bei dem gewahlten
Querschnitt ist der Schubmittelpunkt M identisch mit dem Schwerpunkt S. Die
Umlaufkoordinate s wird am Schlitz des Querschnitts definiert, wodurch das Vorzeichen
von rs(s) festgelegt wird.

Zur Bestimmung der Grundverwélbung wq(s) empfiehlt es sich, zunachst den Verlauf
des Radius r¢(s) einzuzeichnen, um die Integration zu veranschaulichen, siehe
Abbildung 4-9b. Da der Radius r5(s) immer rechtwinklig zur Profilmittellinie verlaufen
muss, betragt er an jeder Stelle 2,3 cm. Die Grundverwdlbung wg(s) wird geman
Gleichung (4-12) an den Punkten 0 — 5 berechnet. Der Ergebnisverlauf fur wg(s) ist in
Abbildung 4-9c dargestellt:

ws(s) = —frs(s) -ds

0: @5=0 = 0 cm?
1. @g=-23-23 = —5,29 cm?
2. @5 =-529—23-46 = —15,87 cm?
3:  @,=-1587—23-46 = —26,46 cm?
4 @ =-2646—23"46 = —37,03 cm?
5. @s=-37,03-23-23 = —42,32 cm?
) tinn ¢ o (IIIITIIITHTRRe" L e
| 4 B Lf
ST o s 4,1;::___,, s é_ =
T = =
| : rgls) E
n ST 2646
a)

b) c)

L6
Y:

Abbildung 4-9: Beispiel eines diinnwandigen geschlitzten Quadratquerschnitts [2]
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Die Integrationskonstante wg, wird nun gemaR Gleichung (4-16) ermittelt. Bei einer

konstanten Profildicke von t = 0,4 ¢m ergibt sich:

1 t
Wgo = —was(S)dA = —Zfas(S)dS
A
0,4

1
@so = +4-0,4-4,6'[§

1

15,2923 +5- (529 +1587) - 4,6
1 1

+5 (15,87 +26,46) 4,6 + 5+ (26,46 + 37,03) - 4,6

1
+E- (37,03 +42,32) - 2,3] = 421,16 cm?

Nun kann die Einheitsverwélbung wg(s) aus Gleichung (4-14) berechnet werden. Der
endglltige Ergebnisverlauf ist in Abbildung 4-10a dargestellt. Hier bestatigt sich die
Bedingung, dass die Verwdlbung w im mittel Null ist. In Abbildung 4-10b ist die

Verwolbung raumlich abgebildet.

ws(s) = ws(s) + wgg

0: wg=0+21,16 = 421,16 cm?
1:  wg=-529+21,16 = +15,87 cm?
2:  wg=-1587+21,16 = +5,29 cm?
3:  wg=-2646+21,16 = —5,29 cm?
4:  wg=-37,03+21,16 = —15,87 cm?
5. wg=—4232+21,16 = —21,16 cm?

15,87 i 5,29
‘i[llllllilll.l E
_Ql,lG__lS_ . _\r-,_y

o Im(s

b
JTITT 0T ‘-I]era—l—.-'
Y: a)

Abbildung 4-10: Verwdlbung des Querschnitts um die Drehachse S [2]
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Das Beispiel soll nun erweitert werden. Es wird die Einheitsverwoélbung wg(s) fur eine
Drehung um den Punkt B gesucht. Wie zuvor wird in Abbildung 4-11a der Verlauf des
Radius rg(s) rechtwinklig zur Profilmittellinie dargestellt. Um eine umstandliche
Berechnung der Integrationskonstante zu vermeiden, soll die Unlaufkoordinate s diesmal
ihren Ursprung auf der Symmetrieachse haben, die rein zuféllig mit Punkt B identisch
ist.

Die Grundverwélbung wg(s) wird entlang der Punkte 0 — 3 in positiver Richtung von s
bis zum Schlitz berechnet. In negativer Richtung ergibt sich das Ergebnis aufgrund der
Symmetrie. Der Verlauf der Ergebnisse ist in Abbildung 4-11b dargestellt.

0: @wp=0 =0 cm?
1: =0 =0 cm?

2. @p=-2346 = —10,58 cm?
3 wg =—10,58—-4,6-2,3 = —21,16 cm?
[TTTTTIITTTTR

— |
p—ri s 3 .
-3 { B
— " \ rﬁ(s] = I Wa(s)
L1 T T ! _LL-I-J-'—L'-L--"—
LTI 23 s Y
Y2 a) : b)

Abbildung 4-11: Verwdlbung des Querschnitts um die Drehachse B [2]

Wie in Abbildung 4-11b zu sehen ist, erlbrigt sich aufgrund der Symmetrie die
Berechnung der Integrationskonstante wg,, sodass die Einheitsverwolbung wg(s) der
Grundverwdlbung g (s) entspricht.
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AbschlieRend wird die Bedeutung der Sektorflache A* erlautert. Wie bereits in Abbildung
4-8c dargestellt, entspricht die Grundverwélbung @w,(s) dem doppelten Inhalt der vom
Fahrstrahl auf dem Integrationsweg uberstrichenen Flache A (s). Abbildung 4-12 greift
das zuvor behandelte Beispiel auf und veranschaulicht, wie die Sektorflache Az (s) bis
zum Punkt 2 aufgespannt wird. Das Vorzeichen wird durch die Richtung der
Umlaufkoordinate s bestimmt. Die Ergebnisse fur die Punkte 0 — 3 berechnen sich nach
dieser Vorgehensweise wie folgt:

wp(s) = +2- Ap(s)

0: @p=-2-(0) =0 cm?
1. @ =-2-(0) = 0 cm?
2: @p=—2-(0523"46) = ~10,58 cm?
3. @p=-2-(23-46) = —21,16 cm?

|
|
oy 3 - l-ry
1216 8
E ‘/ Ba(s)
1 ) A’g(s)
I e e e
1058 Y:

Abbildung 4-12: Darstellung der Sektorflache 4, zum Punkt 2

Zusammenfassend lasst sich folgendes Fazit ziehen: Es spielt keine Rolle, an welchem
Punkt der Ursprung der Umlaufkoordinate s definiert wird. Das Endergebnis bleibt immer
gleich, allerdings kann der Berechnungsaufwand reduziert werden, indem die
Berechnung der Integrationskonstante wg, umgangen wird. Die Drehachse A bestimmt
die Querschnittsverwdlbung. Es wird angenommen, dass die Drehachse A durch den
Schubmittelpunkt M verlauft, sofern dies nicht konstruktiv anders festgelegt ist. In
Profiltabellen werden daher die QuerschnittsgroRen immer auf den Schubmittelpunkt M
bezogen. Bei einer Handrechnung ist es erforderlich, den Schubmittelpunkt M zuvor zu
ermitteln, sofern dieser nicht bekannt ist. Auf die Berechnung des Schubmittelpunkts
wird hier nicht weiter eingegangen.
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Die Woélbnormalspannungen o, 4 sind eine direkte Folge der Einheitsverwolbung w,(s).
Als nachstes wird die kinematische Beziehung der Wolbnormalspannungen o,y
hergeleitet.

Die Verschiebung u wird durch Integration von Gleichung (4-8) Uber die
Umlaufkoordinate s bestimmt.

uy = —9'(x) - f 14(s) - ds + f4(x) (4-18)

fa(x) ist eine unbekannte Integralfunktion. Zur Bestimmung des Integrals wird die
Grundverwdlbung @, (s) aus Gleichung (4-12) eingesetzt.

uy =9"'(x) - @a(s) + fa(x) (4-19)

Beim Fortschreiten um dx andert sich die Verwolbung u, um wu} - dx. Die Dehnung des
Stabes im Punkt P(s) des Stabelements dx betragt:

ea(s, x) = uy(s, x) (4-20)

Far uy, wird Gleichung (4-19) eingesetzt und nach x differenziert.

€a(s,x) = 90" (x) - wa(s) + f1(x) (4-21)

Um die Woélbnormalspannungen a,, zu erhalten wird das Hookesche Gesetzt aus
Gleichung (2-1) verwendet.

O24(5, %) = E-&4(5,x) = E-9"(x) - w4a(s) + E - f41(x) (4-22)

Wie auch zuvor bei der Ermittlung der Einheitsverwélbung w,(s) kann sich aufgrund
alleiniger Verdrillung im Querschnitt kein Normalkraft aufbauen. Aus Grinden des
Gleichgewichts muss daher die resultierende Wélbnormalspannung o,, in jedem
Querschnitt Null sein.

f gypdA =0 (4-23)

A

Diese Bedingung aus Gleichung (4-23) wird flr Gleichung (4-22) angewendet, indem
uber die Querschnittsflache A integriert wird und das Ergebnis Null ergibt. Daraus lasst
sich nach der Integralfunktion f, (x) umstellen:

1
F9"00) [ @) dA+E- i) A= 0= i@ = ="~ [ @404 (420
A A
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Die Losung der Integralfunktion f,(x) aus Gleichung (4-24) wird in Gleichung (4-22)
eingesetzt. Daraus kann nun die Formel fir die sekundare Normalspannung o,,4
abgeleitet werden.

124 — 1 —
024(s,x) =E-9"(x) " [a)A(s) -1 f wy(s)-dA (4-25)

A

Der Klammerausdruck entspricht der Einheitsverwdlbung w, aus Gleichung (4-17).
Somit 1&sst sich Gleichung (4-25) zusammenfassen zu:

024(5,x) = E-9"(x) - wy(s) (4-26)

Gemal Gleichung (4-26) ist die sekundare Normalspannung o,, Uber dem Querschnitt
wie die Einheitsverwdlbung w,(s) verteilt. Ebenso variiert die sekundare
Normalspannung g, , entlang der Stablangsrichtung, da 9"’ normalerweise entlang des
Stabes veranderlich ist.

Durch die Anderung o,-dx entstehen Langsschubspannungen 7, zwischen den
einzelnen Stabfasern. Um eine Beziehung zwischen o,, und 7, zu ermitteln, wird am
Profiimantel an der Stelle x, s ein infinitesimales Element dx — ds herausgetrennt, und
die Gleichgewichtsgleichung in Richtung x formuliert, sieche Abbildung 4-13.

/X S

/ [tzt)dx
X e
/ 1tds dx (dzooz' dx)tds
3 | | ds —_—
oztds l )
(tz'tzdx)tds
[t te(t, t) ds)dx
T.le
a) 2 2 b )

rd

Abbildung 4-13: Spannungszustand eines Elements dx — ds der Proflwandung [2]
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Die Indizierung der Drehachse A wird hier aus Griinden der besseren Ubersichtlichkeit
nicht verwendet.
gy t-ds—(oy+oy-dx)-t-ds+ (t,-t) dx— [ty t+(12°t) ds]-dx=0

. (4-27)
(2 t)+0,:t=0

Die Auflésung von Gleichung (4-27) nach T, = 1, - t ergibt mit Gleichung (4-26)

T,(s,x) = —E-9""(x) - f w(s) - t(s)ds + Ty (4-28)

Das Elastizitatsgesetzt der Schubspannung lauter demnach:

E-9"'(x) [ w(s) t(s) ds+ Ty
t(s)

T,(s,x) = — (4-29)

T, wird als Woélbschubful? bezeichnet. Die Integrationskonstante T,, ergibt sich wie
bereits fur die Einheitsverwélbung w,(s) beschrieben. Wenn die Umlaufkoordinate s
ihren Ursprung am Profilrand hat, ist die Integrationskonstante T,, = 0, denn an freien
Réndern wird angenommen, dass die sekundaren Schubspannungen 7, = 0 sind. Die
Woélbspannungen ¢, und 7, sind gleichmalig Gber die Wanddicke verteilt.
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4.5 Elastizitatsgesetz der Wolbkrafttorsion

Nun wurden alle elementaren Grundgleichungen hergeleitet. Im nachsten Schritt wird
das Elastizitatsgesetz der Wolbkrafttorsion durch Zusammenfligen dieser
Grundgleichungen hergeleitet.

Hierfir wird flr M, aus Gleichung (4-3) geschickt durch partielle Integration umgeformt:
My, = [(rz-t)-fr-ds] —ﬂ(rz'-t)-fr-ds]-ds (4-30)
S S

Da die sekundaren Schubspannungen 7, an allen Randern Null sind, kann die linke

geschweifte Klammer gestrichen werden. Fiir (z, - t) wird Gleichung (4-27) und fiir das
ubrig gebliebene Integral wird die Grundverwoélbung @ aus Gleichung (4-12) eingesetzt.

MTZ=—f(02"t)'5'ds=—f02"5't'ds=—f02"5'dx4 (4-31)
A

Fir o, wird Gleichung (4-26) eingesetzt.

Mrp = =E-9" () [ 0()- (- da (4-32)
A

Ersetzt man w(s) durch Gleichung (4-17), folgt:

MTZ=—E-19”’(x)-f[6—%-f6-dA -w-dA
A A
I _ —2 1 - —

Mpy, =—E-9""(x)- fa) -dA—Z<fw-dA>-<fa)-dA> (4-33)

LA A A

2

Mg, = —E-9""(x) - faz-dA—%Oa-dA)

A A

Zusammengefasst ergibt sich:

MT2 =—F- I(JJA - 19'”(96) (4'34)
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An dieser Stelle wird die Indizierung der Drehachse A wieder aufgenommen. I, ist ein
neuer Querschnittswert, der als Wolbwiderstand bezeichnet wird und sich auf die
Drehachse A bezieht.

2
1
ton= [ -aa-5( [ (435)

A A

Hier kann die Einheitsverwdlbung w, aus Gleichung (4-17) eingesetzt werden, um den
Woélbwiderstand I, , zusammenfassen.

Iy4= fwle -dA (4-36)
A

Um den Wélbwiderstand I, besser zu veranschaulichen, sind in Abbildung 4-14 die
verschiedenen Arten der Flachenintegrale zusammengefasst. Die y — Achse verlauft
schrag zur rechten Ecke des Dreiecks, wahrend die z — Achse schrag zur linken unteren
Ecke verlauft. Die Achse, die geradlinig zur Ecke des Dreiecks nach oben verlauft, ist
die Wolbachse w. Ausgehend von der Querschnittsflache A bildet sich das
Flachenmoment 1. Grades, indem eine Ebene nach aullen gewandert wird. Es
entstehen dabei die statischen Momente S,, S, S, Eine weitere Ebene nach aul3en fuhrt
zu den Flachenmomenten 2. Grades I,, I, 1,,. Die gemischten Flachenintegrale befinden

sich dazwischen.

Abbildung 4-14: Darstellung der Flachenintegrale [5]
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Es werden M, aus Gleichung (3-8) und M, aus Gleichung (4-34) addiert; das liefert
das Elastizitatsgesetz der Wolbkrafttorsion:

Mp=G-Ip 9" —E lys- 9" (4-37)

AbschlieRend wird der Zusammenhang zwischen dem Wodlbbimoment M, und dem
sekundaren Torsionsmoment M, hergeleitet.

Wie bereits erwahnt, entstehen die sekundaren Normalspannungen o,, aus dem
Woélbbimoment M,,. Analog zur Biegetheorie berechnet sich das Wélbbimoment M,
nach Gleichung (4-4). Fur die sekundare Normalspannung o¢,, wird Gleichung (4-26)
eingesetzt. Damit ergibt sich:

Ma,=—f0'2A'wA'dA=—E'19”'fa)i'dz4 (4-38)
A A

Hier kann der Wélbwiderstand 1,, aus Gleichung (4-36) eingesetzt werden, um das
Elastizitdtsgesetz des Woélbbimoments M, zu erhalten.

My =—E-I,, 9" (4-39)

Vergleicht man Gleichung (4-39) mit Gleichung (4-34) gilt offensichtlich:
My = Mg = —E Ips - 9" (4-40)
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4.6 Differenzialgleichung der Wolbkrafttorsion

Unter der Voraussetzung, dass G - I und E - I, , in Stablangsrichtung konstant sind, wird
Gleichung (4-37) nach x differenziert und mit der Gleichgewichtsbedingung aus
Gleichung (3-1) verknupft. Es verbleibt eine gewbéhnliche Differenzialgleichung vierter
Ordnung.

E'IwA'BHH_G'IT"B” =mT (4'41)

Der homogene Teil kann zusammengefasst werden zu:

9" — 229" =0 (4-42)

A wird als Abklingfaktor bezeichnet, ist dimensionsbehaftet und setzt sich aus Folgenden
Komponenten zusammen:

G'IT

A=
E'Ia)A

[i] (4-43)

cm

Der homogene Teil der Differenzialgleichung hat die allgemeine Losung:

G

C
Yhom = PP sinh(4 - x) + A—; cosh(A-x)+C3-x+C, (4-44)

Die partikulare Losung ist von der Art der Torsionsbelastung abhangig. Wird eine
konstante Gréle flr my angenommen, ergibt sich:

9 =_L.x2 4-45
part 2:G-Ip (' )

Die vollstandige Lésung der Differenzialgleichung lautet damit:

) =&-sinh(/1-x)+%-cosh(/1-x)+Cg-x+C4—L-x2
e 22 2-G- Iy
9 =% cosh(-x) + 2 sinh(A- x) + C; — =L
=—-cosh(A-x) + —-sinh(1-x — X
A A 3 G-Iy (4-46)
. mr
9" = Cy-sinh(A-x)+ C, - cosh(1-x) —
G'IT

19/!/ — Cl 'A'COSh(ll'x) +CZ '){'Sinh(l'x)
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Mit dem gleichen Vorgehen wie bei der Biegelinie werden mithilfe von Randbedingungen
Lésungen fir die Verdrehung 9 und deren Ableitungen 9',9",9""" gesucht. Dies ist
erforderlich, um die Torsionsanteile in der Handrechnung mithilfe des
Elastizitatsgesetzes zu ermitteln.

Aus zeitlichen Griinden werden hierfur vorgefertigte Tabellenwerke flir ausgewahlte
statische Systeme verwendet, um die Wolbkrafttorsionsanteile My, My,, M,, zu ermitteln,
siehe Abbildung 4-15.

x'—i MT % X Mr x' =% ._.i’..
a—"_—_"” Y
System . a & ] m, T
r L 3 - 7
ELyS /N
. M1 [ siohAl-sinhax\ Mrfo., _siohdb ... \Mrfa, . sih Ag ,ﬂ m'r(;Z 1_ 1., S Axesinh u)
;._36““ Al /| 33| 1M s A 53 (T san M (2T T S
R [\MX. b -/K MM f '\%""Mxx}
M - M = : X Z k
Mo W R ) / [©) 7'- =
A*ELy cosh Ax’ (b _ SinhAb_ o o, sihad ., ;w) my x(i—  aosh Ax-zosh
Mr(1 zosh Al ”"r(T sih % ) ( sinh A1 2 (M2 S Al
e | [ o PN
‘EIw‘s. _ ﬂ X s,'nh Ax' M_]" .S’Ibh v . Sim AX _’ﬂ: ¥ 5"‘”” ?.U. Sinl‘, ;LK’ (1 5”7” Lx+5ih AX'}
A cosh Al A sinh AL A sinh AL sinh Al
..... T
e L Mt ~ M)
Mg = Mx= \My ) i""’@/l [G) = Tl —3°
—__ |
Bl cosh Ax' M STRAL | oor ax M. ST Y3 . cosh Ax' | - I, 0osh Ax-cosh Ax'
My cosh A1 T sinh A1 T sink Al A Sinh Al

Abbildung 4-15: Vorgefertigte Losungen flr die WolbkrafttorsionsschnittgroRen fir ausgewahlte statische Systeme [4]
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4.7 Spannungen infolge Wolbkrafttorsion

Dieses Kapitel befasst sich mit der Herleitung der sekundaren Spannungen, die fir die
Handrechnung angewendet werden kénnen. Sind die SchnittgréRen und
Querschnittskenngréfien bekannt, lassen sich daraus die Spannungen ableiten.

Die sekundaren Normalspannungen o,, lassen sich berechnen, indem fiir das
Woélbbimoment M, in Gleichung (4-39) die sekundare Normalspannung o¢,, aus
Gleichung (4-26) eingesetzt wird.

-1
M, =—E-1,, 9" =—24""04 (4-47)
Wy
Durch Umformen nach g, , ergibt sich der Ausdruck analog zur Biegetheorie.
M
ouas2) =~ 2% 5 (4-48)
wA

Die sekundaren Schubspannungen t,, werden in Gleichung (4-29) ermittelt, indem das
sekundare Torsionsmoment M, aus Gleichung (4-34) eingesetzt wird.

E-9"(x)- fa)A(S) “t(s)-ds + Tapp0 _ Mrz(x) " Swa(s) | Tano

o) = () IO EETC I
Hier bedeutet:
Spals) = J.a)A(s) “t(s)-ds = fwA(s) -dA (4-50)
A

In Anlehnung an die Bezeichnung "Statisches Moment" in der Biegetheorie wird S, 4 als
"Statisches Bimoment" oder auch "Waélbflache" bezeichnet. Die Berechnungsgleichung
fur die sekundaren Schubspannungen 1,4, entspricht im Aufbau der Gleichung zur
Berechnung der Schubspannung infolge einer Querkraft.
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5 Handrechnung einfacher Balken unter
Wolbkrafttorsionsbeanspruchung

5.1 Zielsetzung
In diesem Handrechenbeispiel wird die Theorie der Wolbkrafttorsion anhand eines

praxistublichen Beispiels unter reiner Torsionsbeanspruchung angewendet und die
Vorgehensweise verdeutlicht.

Gegeben ist ein HEB 300 Profil. Im ersten Schritt werden die unbekannten
QuerschnittsgroRen ermittelt, die fir die Berechnung der Wélbkrafttorsion notwendig
sind.

—  Verlauf der Einheitsverwdlbung w,(s) im Querschnitt

—  Verlauf der Wélbflache S, 4(s) im Querschnitt

—  Berechnung des Wélbwiderstands I, 4, und des Torsionsflachenmoments 2.
Grades Iy

Im zweiten Schritt wird der Verlauf der TorsionsschnittgroRen My, (x), M7, (x) und M, (x)
fur zwei verschiedene Falle untersucht.

— Einfeldtrager der Lange [ = 2 m mit Gabellagerung
— Kragarm der Lange | = 2 m mit Wélbbehinderung an Einspannstelle durch eine
Stirnplatte
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5.2 Beispiel 1: Gabelgelagerter Einfeldtrager

5.2.1 Aufgabenstellung

Gegeben ist ein Gabelgelagerter Einfeldtrager der Lange [ =2m unter reiner
gleichmalig verteilter Torsionsstreckenlast m, = 100 kNm/m. Das Profil ist ein HEB
300.

System:

Gabellagerung my = 100 kNm/m Gabellagerung

N NN . S
X AN = S = A L P 7 /l
HEB 300
l—)x
z
I=2m

Querschnittsabmessungen:

HEB 300, S355

H = 300 mm

B = 300 mm

r>y H

tw = 11 mm

tr = 19 mm z

r = 27 mm
Gesucht:

— Verlauf der Einheitsverwoélbung w4 (s) im Querschnitt

—  Verlauf der Woélbflache S, 4(s) im Querschnitt

—  Wolbwiderstand I, 4, und Torsionsflachenmoment 2. Grades I

—  SchnittgrofRenverldufe der Torsionsanteile M4 (x), My, (x) und M, (x)

—  Primare Schubspannung 7, (s, x) und sekundare Spannungen a,4(s, x), T24(s, x)
an den Nachweisstellen
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5.2.2 Einheitsverwdlbung w,(s)

Die Bestimmung der Einheitsverwoélbung w,4(s) wurde bereits in Kapitel 4.4 ausfuhrlich
an einem Beispiel behandelt. In diesem Beispiel wird die Einheitsverwdlbung w,(s)
mithilfe der Sektorflache A} (s) berechnet. Abbildung 5-1 zeigt die Dimensionen des
Querschnitts. Zunachst wird die Verwolbung w,(s) an der rechten oberen Flanschecke
an Punkt P1 ermittelt. Die Drehachse A verlauft ungehindert durch den Schubmittelpunkt
M, der bei diesem Querschnitt mit dem Schwerpunkt S identisch ist. Die
Einheitsverwdlbung wy,(s) ergibt sich gemal® Gleichung (4-14) aus der Summe der
Grundverwdlbung @y, (s) und der Integrationskonstante w,.

wym(s) = oy (s) + wpmg

Abbildung 5-1: Querschnittsdimension, Beispiel 1

Im Index wird stets die Drehachse A beschrieben, in diesem Fall der Schubmittelpunkt
M. Die Umlautkoordinate s fur die Integration kann an beliebiger Stelle definiert werden.
Hier wird sie an der Symmetrieachse am oberen Flansch des Querschnitts festgelegt,
wodurch die Berechnung der Integrationskonstante wj, aufgrund von
Symmetriegriinden entfallt. Warum dies die Berechnung erheblich vereinfacht, wurde
bereits im Beispiel zur Bestimmung der Verwdlbung in Kapitel 4.4 erlautert. Somit
berechnet sich die Grundverwélbung w,(s) gemal Gleichung (4-12) mithilfe der
Sektorflache Aj,(s) aus Gleichung (4-13) zu:

By (s) = —er(s) (s = +2 % Ay (s)
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Es ist wichtig, die Vorzeichenkonvention zu beachten, um den Integrationsweg korrekt
zu definieren. Der Querschnitt verdreht sich in der y — z — Ebene aufgrund des positiven
Torsionsschnittmoments im Uhrzeigersinn, wodurch der Integrationsweg festgelegt wird.
Die Integration erfolgt stets entlang der Profilmittellinie. Nun wird die Verwoélbung des
rechten oberen Flansches an Punkt P1 ermittelt. Die Sektorflache A3, (s) ist in Abbildung
5-2 dargestellt und berechnet sich zu:

X h b1 h-b
Aya(s) ==-=-= =

Abbildung 5-2: Ermittlung der Sektorflache Aj,(s) an Punkt P1, Beispiel 1

Es ist zu beachten, dass die Hohe h nicht die gesamte Profilhdhe H ist, sondern der
Abstand zwischen den Profilmittellinien der Flansche. Die Grundverwoélbung @y, (s)
berechnet sich schlie3lich aus dem doppelten Flacheninhalt der Sektorflache A}, (s). Fur
den rechten oberen Flansch an Punkt P1 ist die Verwdlbung nach Definition des
negativen Integrals negativ und verursacht somit eine Drucknormalspannung. Das
Ergebnis ist gleichzeitig die Herleitung der Einheitsverwdlbung wy,(s) eines I-Profils um
den Schubmittelpunkt M. Die Sektorflache A3, (s) zeigt auch, dass die Verwolbung linear
entlang der Flansche verlaufen muss.

wy(s) = wy(s) = £2- Ay (s)

h-b h-b_(30cm—1,9cm)-30cm
8 4 4

L wy,=-2- = —210,8 cm?
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wwy =-210,8 cm?
S =]
Pz e L PR il — Py

Ps

Y,
/
/
VR
g i >
D Sy S o~
R 7 Vi
S S S SV S
A s WiV /i L L /
=/ e Sy S o e
2 H A

Abbildung 5-3: Einheitsverwélbung w,, 1 (s) an Punkt P1, Beispiel 1

Aus Symmetriegriinden ist der Betrag der Einheitsverwdlbung wy(s) fur die Punkte P2
bis P4 identisch, es ist lediglich auf das Vorzeichen zu achten. Fir Punkt P2 verlauft die
Verwdlbung weiterhin linear bis zur linken oberen Flanschecke und flihrt zu einer
positiven Einheitsverwdlbung w),(s) des Querschnitts. Der Steg ist hier frei von
Verwdlbung, da keine Sektorflache Aj,(s) aufgespannt werden kann. Der Vorgang fur
den unteren Flansch ist unter Bericksichtigung des Vorzeichens und des Drehsinns
identisch. Der endglltige Verlauf der Einheitsverwoélbung wy(s) ist in Abbildung 5-4
dargestellt.

wy(s) = wy(s) = +2- Ay(s)

hb (30 cm—1,9 30
2: wM’ZZT:( cm 4cm)* il = 210,8 cm?

hb 30cm—1,9cm) * 30 cm
(UM'3 =_T=—( 4 ) =_210,8cm2

hb 30 -1,9 30
Wy 4 = e = (30 cm 4cm) ' m = 210,8 cm?
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ww =-210,8 cm?
/

P’Z( i S : 0 ’% /I/ P1

T

Wyt = +210,8 cm?

wys = -210,8 cm?
T

% | % /
P, 4 V4 s
b \l\\ 4

ya /

W = +210,8 cm?

Abbildung 5-4: Endglltiger Verlauf der Einheitsverwdlbung w,,(s), Beispiel 1
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5.2.3 Wélbflache S,,4(s)

Um den sekundaren Schubspannungsverlauf t,,4(s) entlang des Querschnitts zu
bestimmen, wird der Verlauf der Wolbflache S,,(s) bendtigt. Wie bereits in der
Woélbkrafttorsionstheorie erlautert wurde, entspricht die Wolbflache S,,(s) dem
statischen Moment S, (s) in der Biegetheorie. GemaR Gleichung (4-50) ist die Wélbflache
S,a(s) das Integral der Einheitsverwdlbung w,(s) entlang des Querschnitts. Da bei |-
Profilen nur die Flansche sich verwdlben, erfolgt die Integration entlang der
Profilmittellinie nach ds. Wie zuvor bei der Ermittlung der Verwdlbung wird im Index die
Drehachse A durch den Schubmittelpunkt M beschrieben.

Spm(s) = fwM(s) +dA = f wy(s)-t(s)-ds

A

Nun stellt sich die Frage, an welchem Punkt mit der Integration begonnen werden soll.
Logischerweise sollte ein Punkt gewahlt werden, an dem die Wélbflache S, (s) bereits
null ist, um eine aufwandige Bestimmung der Integrationskonstante zu vermeiden,
ahnlich wie bei der Verwolbung. In der Wolbkrafttorsionstheorie treten an freien Randern
keine sekundaren Schubspannungen 1,4(s) auf, was fur die Flanschrander an den
Punkten P1 bis P4 gilt. Der Ursprung der Laufkoordinate s wird bei Punkt P2 festgelegt.
Aufgrund der Querschnittsverdrehung im Uhrzeigersinn erfolgt die positive
Integrationsrichtung ebenfalls in Richtung Uhrzeigersinn. Fir die Integration wird der
zuvor berechnete Verlauf der Einheitsverwdlbung w,,(s) bendtigt. Auf Abbildung X ist
links der zuvor ermittelte Verlauf der Einheitsverwdlbung dargestellt, wahrend rechts der
Querschnitt mit dem noch einzutragenden Verlauf der Wélbflache zu sehen ist.

w1 =-210,8 cm?

R S,': 2 — P1

Wyt = +210,8 cm?

wyz =-210,8 cm?

N

v T

b

|

|

/l'/

I'

|

|
/|/ v
\|\]\

P4

wWws = +210,8 cm?

Abbildung 5-5: Einheitsverwdlbung w,, (s) links und einzutragende Wélbflache S,,,, (s) rechts, Beispiel 1
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Jetzt wird damit begonnen, die Wolbflache S, (s) zu berechnen. Zur Veranschaulichung
werden zwei weitere Zwischenpunkte, P5 und P6, entlang des oberen Flansches
definiert, an denen zunachst die Woélbflache S, (s) berechnet werden soll. An der Stelle
P5 berechnet sich die Wolbflache S, 5(s) zu:

Sm(s) = f oy (s) - t(s) - ds

2: S(uM,Z = = O Cm4
210,8 cm? + 210,8 cm?/2 30 cm
5: wM,5 = / -1,9cm- = 2253 cm4
2 4
b/4 b/4

Jss

Sums = +2253 cm* 7

Abbildung 5-6: Wélbflache S, 5(s) an Punkt P5, Beispiel 1
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Es wird weiter bis Punkt P6 integriert.

Sm(s) = f oy (s) - t(s) - ds

210,8 cm?/2 30 cm
—_— 9le

6: SwM,é = 2253 Cm4 + 2 1, 4

Sums = +2253 cm*
SwM,B =+3004 cm*

Abbildung 5-7: Wélbflache S, 4(s) an Punkt P6, Beispiel 1

= 3004 cm*

Wie zu sehen ist, verlauft die Wolbflache S5, (s) entlang des Flansches parabolisch. Aus
Symmetriegrinden lasst sich der restliche Verlauf ableiten. Das Endergebnis ist in

Abbildung 5-8 dargestellt.

Ps Ps

p—

Sumes = +3004 cm? I

= ===

SwM.7 = +3004 cm*

b

Abbildung 5-8: Endgiiltiger Verlauf der Wélbflache S,,,,(s), Beispiel 1
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5.2.4 Woélbwiderstand I, und Torsionsflachenmoment 2. Grades I,

Die letzten QuerschnittsgroRen zur Berechnung der Wolbkrafttorsion lassen sich
besonders schnell fir I-Profile ermitteln. Das Torsionsflaichenmoment 2. Grades I,
berechnet sich gemal Gleichung (3-15), wie bereits in der St. Venantschen
Torsionstheorie hergeleitet.

1
Ip =133 3 [2:30cm-(1,9cm)® + (30cm—1,9cm) - (1,1 cm)3] = 199,0 cm*

Nach Profiltabellen: = 185,0 cm*

Die Differenz der Torsionsflaichenmomente 2. Grades I; ergibt sich aufgrund der
pauschalen Annahme des Formfaktors n fir |-Profile. In Profiltabellen sind genauere
Werte angegeben, die auch die Walzradien r berlcksichtigen. Fir den Wolbwiderstand
1, wurde Gleichung (4-36) hergeleitet als Integral der Einheitsverwdlbung w,, Uber die
Querschnittsflache A. Auch hier zeigt sich im Index, dass der Wdélbwiderstand I,,,, von
der Drehachse des Schubmittelpunktes M abhangt. Wird eine konstruktiv andere
Drehachse verwendet, andern sich entsprechend die GroRen der Einheitsverwdlbung
wy und somit auch der Wélbwiderstand I,,,,. Erneut wird auf das Beispiel zur Ermittlung
der Einheitsverwdlbung w,, in Kapitel 4.4 hingewiesen, wo bereits unterschiedliche
Drehachsen untersucht und deren Verwdlbungsverlauf dargestellt wurden.

IwM=jw12W-dA
A

Fur I-Profile lasst sich der Integrationsausdruck vereinfachen zu:

Loy = fa)lzw(s)-t-ds

Um die Integration durchfuhren zu kénnen, ist noch eine Funktion fir wy, (s) erforderlich.
Diese lasst sich leicht herleiten, da die Einheitsverwdlbung w,,(s) nur in den Flanschen
auftritt und linear ansteigt. Es wird flr wy,(s) folgendes definiert:

“h-s

N|

wy(s) =

Zur Uberpriifung der gerade definierten Funktion wird fiir s = b/2 eingesetzt, also die
Halfte der Flanschlange.
b b-h

1
wy(s) =5-h-o=—
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Das Ergebnis stimmt mit der zuvor hergeleiteten Einheitsverwdlbung w,, (s) flr I-Profile
Uberein, was die angenommene Funktion fir die Verwoélbung w,,(s) bestatigt. Es ist
entscheidend, dass die Hohe h sich auf die Profilmittellinie der Flansche bezieht und
nicht auf die gesamte Profilhdhe H. Dies wurde bereits bei der Berechnung der
Einheitsverwdlbung w,(s) erwahnt. Diese Definition ist erforderlich, um die Ableitung
des Wolbwiderstands I, fur I-Profile sowie die Einheitsverwdlbung w,, (s) fur I-Profile
mit der Literatur [2] in Einklang zu bringen. Abbildung 5-9 zeigt nochmals den Vergleich
der Variablendefinition fur die Querschnittsabmessungen rechts und die Abmessungen
fur die Berechnung der Querschnittsgrofien der Wolbkrafttorsion links.

Abbildung 5-9: Vergleich der Querschnittsabmessungen, Beispiel 1

Die Integration wird weiter vereinfacht, da aus Symmetriegriinden fir beide Flansche
I,m/2 qilt. Die Integration erfolgt demnach entlang eines Flansches, wobei das Ergebnis
verdoppelt wird. Fur die Flanschdicke t; wird einfachheitshalber ¢ definiert. Der Ursprung
der Laufkoordinate s wird an der Symmetrieachse wie in Abbildung 5-9 festgelegt. Es
ware jedoch ebenso mdglich, einen anderen Ursprung fur s zu wahlen. Die
Integrationsgrenzen sind somit ebenfalls festgelegt. Der Wolbwiderstand fur I-Profile
berechnet sich dann zu:

b b
Y SR L
oM z S ST 6 |\2 2
-5 -2
h2 - p3
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Damit ist der Wolbwiderstand 1, fur I-Profile hergeleitet. Setzt man die Abmessungen
ein, erhalt man:

. h?- b3 . (30cm — 1,9 cm)? - (30 cm)?
oM™ 24 7T 24

1,9 cm = 1,688 - 106 cm®

Nach Profiltabellen: = 1,688 10° cm®

Uberraschenderweise stimmt die Handrechnung zu 100% mit dem Wert aus den
Profiltabellen Uberein. Daher lasst sich schlussfolgern, dass diese Herleitung auch fur
Profiltabellen Gbernommen werden kann, ohne die Walzradien r zu berlcksichtigen.
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5.2.5 SchnittgréRenverlaufe My (x), My, (x) und M, (x)

Nachdem alle notwendigen Querschnittsgrofien berechnet wurden, kénnen die
SchnittgrélRenverlaufe der Torsionsanteile M4 (x), My, (x) und M, (x) bestimmt werden.
Wie bereits in Kapitel 4.6 beschrieben, erfolgt die handische Berechnung der
SchnittgroRenverlaufe My (x), Mr,(x) und M, (x) Uber die Differentialgleichung aus
Gleichung (4-16), wobei die vorherrschenden Randbedingungen eingesetzt werden,
ahnlich der Vorgehensweise zur Ermittlung der Biegelinie. Die Differentialgleichung der
Woélbkrafttorsion ist komplexer als die der Biegelinie, daher wurden Tabellenwerke zur
schnelleren Berechnung entwickelt, die bereits eingesetzte Randbedingungen nutzen.
Zur Berechnung der WoélbkrafttorsionsschnittgréRen wird die Tabelle aus [4] verwendet,
die auf dem Ansatz von Winkelfunktionen basiert. Diese Tabelle wird hier erneut in
Tabelle 5-1 dargestellt.

Cl A CZ —mT
9 =,1—z-smh(/1-x)+ﬁ'c05h(/1-x)+Cs'x+c4‘z.a-1T'x2
’ ¢ ¢ i o
9 :Tl-cosh(/l'X)+72'Slnh(/1'x)+c3_G.IT'x
mr

9" = Cy-sinh(A-x)+ C,-cosh(A-x) —

G b IT
9" = Ci A cosh(1-x) + Cy-A- sinh(4 - x)

Tabelle 5-1: Tabellenwerk zur Berechnung der WélbkrafttorsionsschnittgrofRen, Beispiel 1 [4]

x'-— M 5 X Mr x* =X X
a————— —— H‘—j‘ ===
System L a | b 7 =T

| T
EI,3 / N

sinh AL-sinh Ax') M1 (b, _sinh Ab A_gﬂ'r(_a _ Sinh A, - )ﬁ ﬂ_'_r(_lf 1_ 1 Sinh Axvsinh ;{x)
6" omhat /| 2|1 ™ smn o 5 (T Sinh A g (21 " gppar

e My b T My=-M 4§ B M)
M, = { M M M, Z’/E@Rk pi T1 %
;" ' 7 P —Z 5] L
el cash Ax' ‘ (b SiAb ooha y a, sihia .o lx) mr A(L— R oosh Ax-cosh ¢
) I v ) (-1 S 7Y " kAl
e |27 o~ PN
ELySt | ~
Mr  sinh Ax' M7 sinh A8 Mr sinh 2, op oo ( il Lx+sith lx}
" GosH AL T Spag e xS s ax | B (1 SRS
——— ; X ~ X
| e | W Tem] w | ol
sx [G] | R b
-EL, %" cosh Ax’ M SPAAL | ok a e - | sinh Aq :ash ax' | -1, cosh Ax-cosh Ax
My eosh A1 T'sinh a1 “% A M ok AL x sith Al
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Das statische System entspricht dem in der rechten Spalte dargestellten. Der
Abklingfaktor A berechnet sich gemaf Gleichung (4-43) zu:

G-I
1 = r
E " IwM
Mit: I =199 cm*
Iyy = 1,688-10° cm®
kN
E  =21000—;
cm
v = 0,3 (Querdehnzahl Baustahl)
G = ! E= ! 21000 kN _ 8077 kN
T 2-(1+v) 2-(1+403) cm? cm?
8077k—NZ- 199 cm* 1
A= A =6,734-107% —
21000 - 1,688 106 cm® cm

Die Variablenbezeichnungen aus Tabelle 5-1 werden nun angepasst, damit sie mit
diesem Beispiel Ubereinstimmen. Die TorsionsschnittgréRen My, (x), My, (x) und M, (x)
werden zunachst an der Stelle x = 0 berechnet.

mr =m, = 100kNcm/cm

B _my | l ) cosh(A-x) —cosh(1-x")
pr =Mmo = [’1< + sinh(1 - 1)

100 kNcm/cm 1 /200 cm
T [6,734- 10‘3—-( >~ Ocm)
6,734-1073 —

cm

3 1

L+ 0.cm) — cosh (6,734 1073 2=+ 200 cm)

cosh (6,734 10-
+

sinh (6,734 102 L. 200 cm)
cm
= 1280 kNcm = 12,80 kNm

M,, =M,

My 1 sinh(A - x) + sinh(4- x")
Ve sinh(1- 1)
100 kNcm/cm

(6,734 .10-3 %)2
3 1

sinh (6,734 1073 % 0 cm) + sinh (6,734 11073

. - 200 cm)

sinh (6,734 .10-3 % 200 cm)

= 0 kNcm? = 0 kNm?
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Das Ergebnis des Wolbbimoments M, = 0 kNm? ist plausibel, da sich an den
Gabellagerungen eine Verwdlbung ungehindert ausbilden kann.
m, cosh(4-x)—cosh(4-x")

A sinh(1- 1)

100 kNcm/cm

1
. -3 __
6,734-10 c

Mgy = Mgy, =-—

cosh (6,734 .1073 Cim 0 cm) — cosh (6,734 1073 Cim 200 cm)

sinh (6,734 .10-3 % 200 cm)

= 8720 kNcm = 87,20 kNm

Um den SchnittgroRenverlauf darzustellen, wird der Balken in n =10 Abschnitte
unterteilt, so dass alle A = 20 cm ein weiteres Ergebnis berechnet wird. Tabelle 5-2 zeigt
die  Knotenergebnisse fur alle Torsionsanteile sowie das gesamte
Torsionsschnittmoment M. Die Maximalwerte sind fett hervorgehoben.

Tabelle 5-2: Knotenergebnisse der Wolbkrafttorsion, Beispiel 1

X My M, M, M
[cm] [kNm] [kNm] [kNm?] [KNm]
0 12,80 87,20 0,00 100,00
20 12,07 67,93 15,49 80,00
40 10,10 49,90 27,26 60,00
60 7,23 32,77 35,51 40,00
80 3,76 16,24 40,40 20,00
100 0,00 0,00 42,02 0,00
120 -3,76 -16,24 40,40 -20,00
140 -7,23 -32,77 35,51 -40,00
160 -10,10 -49,90 27,26 -60,00
180 -12,07 -67,93 15,49 -80,00
200 -12,80 -87,20 0,00 -100,00

Der Verlauf des primaren Torsionsanteils My, wird in Abbildung 5-10 dargestellt,
wahrend der sekundare Torsionsanteil in Abbildung 5-11 zu sehen ist. Um die
GroRenunterschiede beider Torsionsanteile zu vergleichen, sind die Abbildungen
identisch skaliert. Es ist deutlich erkennbar, dass der sekundare Anteil nahezu linear
verlauft und im Vergleich zum primaren Anteil deutlich Uberwiegt. An den
Gabellagerungen entstehen die groRten Torsionsschnittmomente beider Anteile,
wahrend sie sich in der Feldmitte zu null entwickeln.
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Da das Beispiel statisch bestimmt ist, ist bereits am statischen System deutlich
erkennbar, dass an der linken Gabellagerung ein Gesamttorsionsschnittmoment M, =
100 kNm mit einem linear abfallenden Schnittverlauf zur rechten Gabellagerung zu M, =
—100 kNm zu erwarten ist. Zur Kontrolle des Gesamttorsionsschnittmoments M; wurde
der primare Torsionsanteil M;; mit dem sekundaren Torsionsanteil M, in Abbildung
5-12 sowie bereits in Tabelle 5-2 addiert und bestatigt dies.

Primare Torsion M,

100

50

0 500 1000 1500 2000

My, [kNm]
o

-100
x [mm]

Abbildung 5-10: SchnittgréRenverlauf My, (x), Beispiel 1

Sekundare Torsion M,

100

My, [kNm]

-100

x [mm]

Abbildung 5-11: SchnittgréBenverlauf M, (x), Beispiel 1
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Der Verlauf des Woélbbimoments M, ist in Abbildung 5-13 dargestellt. Gemal der
Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (4-2) muss das Wolbbimoment M, die 1.
Ableitung der sekundaren Torsion M, sein. Daher weist das Wolbbimoment einen
annahernd parabelférmigen Verlauf auf, mit dem gréRten Schnittmoment in der
Feldmitte.

Mc’o = Mr;

Gesamte Torsion M;

100

50

M, [kNm]
o

-50

-100

x [mm]

Abbildung 5-12: Gesamter SchnittgréRenverlauf M, (x), Beispiel 1

Woélbbimoment M,

100
50
NE A
£ o
23 0 500 1000 1500 2000
-50
-100
x [mm]

Abbildung 5-13: Schnittgréenverlauf M, (x), Beispiel 1
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5.2.6 Spannungen t,(s, x), d54(s,x) und 7,,4(s, x)

Der letzte Schritt bei der handischen Berechnung der Wolbkrafttorsion ist die
Spannungsberechnung. Zunachst werden die Schubspannungen 7, (s,x) und 7,,4(s, x)
ermittelt. Die kritischen Stellen befinden sich an den Gabellagerungen, da dort die
grofiten Torsionsschnittmomente auftreten. Erinnert man sich an die Grundformeln der
primaren Schubspannung t,(s,x) infolge reiner St. Venantschen Torsion flr
dunnwandig offene Querschnitte, werden die Schubspannungen im Flansch nach
Gleichung (3-14) berechnet:

My . 12,8+ 10° Nmm
Ir 77 1,99-106 mm*

19 mm = 122,2

Tr(x=0cm) = o

Fur den Steg wird die Berechnung der primaren Schubspannung t,(s,x) analog
durchgefuhrt. Das Ergebnis wird in Abbildung 5-14 dargestellt.
My, _12,8-10° Nmm

= = — = -1 =7’7
Ty w(x = 0cm) I tw 199 106 mm? 1 mm 0 Smm2

1= 122,2 N'mm2 [Y],

T

AN

\ N N
=y

Ty = 70,75 N/mm2

|
\ EERN

Abbildung 5-14: Primarer Schubspannungsverlauf 7, (s, x) beix = 0 cm, Beispiel 1
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Die Berechnung der sekundaren Schubspannung 7, (s, x) um die Drehachse M erfolgt
gemal Gleichung (4-49). Die Wolbflache S, (s) wurde bereits im Kapitel 5.2.3
eingetragen und zeigt, dass die sekundaren Schubspannungen t,,, (s, x) nur entlang der
Flansche auftreten. Diese verlaufen proportional zur Wolbflache S, (s). Fur die
Wolbflache S, (s) wird der Maximalwert eingesetzt. Abbildung 5-15 zeigt den
Spannungsverlauf.

Mr, Seym _ 87,2-10° Nmm- 30,04 - 10° mm*
I,y -ty 1,688-10"2 mm®-19 mm

N
TZM(x =0 cm) = = 81,68@

S, = 3004 cm* 72 = 81,68 N/mm?

|
I
|

L

7 |
ST T W |

N SRNGH SRR
S, = 3004 cm* 7, = 81,68 N/mm?
b b

Abbildung 5-15: Sekundérer Schubspannungsverlauf 7,,,(s, x) bei x = 0 cm, Beispiel 1

Der gesamte Schubspannungsverlauf t,,,(s,x) ergibt sich als Summe aus beiden
Schubspannungsanteilen. Das Ergebnis ist in Abbildung 5-16 eingetragen.

N
— +81,68— = 2039

=0 = + =122,2
T (x cm) =Ty 5 + Ty —

/S S S

2l

~L__ | / |

7¢ = 203,9 N/mm?

7w = 70,75 N/mm?

Abbildung 5-16: Gesamter Schubspannungsverlauf z,,,(s, x) beix = 0 cm, Beispiel 1
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SchlieBlich erfolgt die Berechnung der sekundaren Normalspannung a,,(s,x) nach
Gleichung (4-48) an der Stelle x = 100 cm in Feldmitte. Die Einheitsverwélbung wy,(s)
wurde bereits im Kapitel 5.2.2 eingetragen und zeigt ebenfalls, dass die sekundaren
Normalspannungen o, (s,x) proportional (bis auf das Vorzeichen) dazu verlaufen
mussen. Es wird die maximale Einheitsverwdlbung wy(s) eingesetzt. Abbildung 5-17
zeigt den Spannungsverlauf.

x 100 cm) M, | 42,02-10° Nmm 21.08-10°
oy (x = cm) =--—2. =
2M Ly M~ 7 1688-102m mm?

?\

wy =210,8 cm?

-

’/l/ 0, = 524,8 N'/mm?2

Abbildung 5-17: Sekundarer Normalspannungsverlauf o, (s, x) beix = 100 cm, Beispiel 1
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5.3 Beispiel 2: Einseitig eingespannter Kragarm

5.3.1 Aufgabenstellung

Gegeben ist ein einseitig eingespannter Kragarm der Lange [ =2m unter einer
einzelnen Torsionseinwirkung M, = 200 kNm an Kragarmspitze. Das Profil ist erneut ein
HEB 300. An der Einspannstelle ist der Kragarm an einer Stirnplatte angeschlossen,
sodass von einer starren Wolbeinspannung ausgegangen wird.

System:
Eingespannte Stirnplatte
(Wolbeinspannung)

M, = 200 KNm
r> A HEB 300 —>>
Z

[=2m

Querschnittsabmessungen (wie Beispiel 1):

HEB 300, S355 I 7

tr L
H = 300 mm
B = 300 mm
r> y H

tw = 11 mm

tgr = 19 mm z

r = 27 mm

B

Gesucht:

—  Schnittgrofenverldufe der Torsionsanteile Mr4(x), My, (x) und M, (x)
—  Primare Schubspannung 7, (s, x) und sekundare Spannungen o, ,4(s, x), T24(s, x)
an den Nachweisstellen
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5.3.2 SchnittgréRenverlaufe My (x), My, (x) und M, (x)

Das vorherige Beispiel hat sich bereits ausfuhrlich mit der Ermittlung der
QuerschnittsgroRen wie der Einheitsverwolbung wy, (s), der Wolbflache S, (s) und des
Woélbwiderstands 1,,,, fur doppelsymmetrische I-Profile befasst. In diesem Beispiel wird
dasselbe Stahlprofil, ein HEB 300, erneut verwendet, um die Querschnittswerte identisch
zu halten. Bei einem einseitig eingespannten Kragarm gibt es eine Besonderheit bei der
SchnittgroRenermittlung. Wie bereits in Kapitel 4.1 erklart wurde, tritt die
Wolbkrafttorsion nur an Stellen auf, wo entweder der Torsionsschnittverlauf M; eine
Anderung erfahrt oder die Verdrillung 9’ nicht konstant ist.

In diesem Beispiel ist auf einen Blick erkennbar, dass der Torsionsschnittverlauf My
konstant bei My = 200 KNm Uber die gesamte Lange des Kragarms verlauft. Ebenfalls
wird angenommen, dass der Verdrehungsverlauf 9 linear von der Einspannung zur
Kragarmspitze ansteigt, gefolgt von einer konstanten Verdrilung 9'. Da beide
Bedingungen nicht erflllt sind, tritt keine Wélbbehinderung auf. Um in diesem Beispiel
Woélbkrafttorsion zu induzieren, muss zunachst die Bedeutung der Wélbeinspannung
betrachtet werden. In einem statischen System der Stabstatik werden 3
Verschiebungsfreiheitsgrade u,v,w und 3 Rotationsfreiheitsgrade ¢y, ¢,, ¢,
berucksichtigt. Die Verwdélbung bildet sich in Richtung u aus. In der Stabstatik wird die
Verschiebung u im Querschnittsschwerpunkt berechnet. Da die Verwdlbung insgesamt
null ergibt, verwolbt sich der Querschnitt nicht um den Schwerpunkt herum. Es wird
daher davon ausgegangen, dass sich der Querschnitt im Einspannbereich frei verwdlben
kann.

Tabelle 5-3 zeigt verschiedene Varianten zur Realisierung einer Wolbeinspannung. In
Spalte 1 wird der Trager kdcherartig eingespannt. Um auch in Langsrichtung das
Gleichgewicht zu  gewahrleisten, wird zweckmaBig ein Loslager im
Querschnittsschwerpunkt platziert. Das idealisierte statische System ist eine reine
Einspannung, bei der sich der Querschnitt aufgrund der freiliegenden Flansche frei
verwOlben kann. Der zugehdrige Verdrehungsverlauf 9 ist, wie erwartet, linear
ansteigend zur Kragarmspitze, mit einem konstant verlaufenden Verdrillungsverlauf 9'.

In Spalte 2 wird der Fall einer nachgiebigen Woélbeinspannung dargestellt, bei dem die
beiden Flansche in Tragerlangsrichtung durch Wegfedern festgehalten werden. Dies
konnte beispielsweise auftreten, wenn der Trager an einer Stlitze eingespannt ist oder
eine Stirnplatte am Tragerende angeschweil3t ist. Das idealisierte System wird durch
eine Einspannung mit Wolbfeder C,, abgebildet. Die Wolbfeder C,, kann man sich analog
zur Drillfeder Cy vorstellen. Auf die Bedeutung der Wolbfeder C,, wird hier nicht weiter
eingegangen. Der Verdrehungsverlauf 9 steigt nicht mehr linear an, sondern dhnelt dem
Verlauf einer Exponentialfunktion. Der zugehérige Verdrillungsverlauf 9’ erfahrt nun eine
Anderung, sodass eine Wélbbehinderung nachgewiesen ist.
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In Spalte 3 ist das statische Ersatzsystem dieses Beispiels abgebildet, indem die
eingesetzten Wegfedern nun zu starren Loslagern in Tragerlangsrichtung ausgebildet
werden. Der Querschnitt kann sich nicht mehr frei verwélben, daher die Bezeichnung
Wolbeinspannung. Der Verdrehungsverlauf 9 beginnt nun ausgehend von der
Einspannung stetig zunehmenden Zuwachs. Der
Verdrillungsverlauf 9’ beginnt im Einspannbereich mit 9’ = 0, sodass eine starre

horizontal mit einem

Woélbeinspannung nachgewiesen ist.

Tabelle 5-3: Vergleich verschiedener Wdlbeinspannungen, Beispiel 2

Teilweise Starre
Reine Einspannung
Woélbeinspannung Woélbeinspannung
== (| w=Z { | =< {
Lagerung | "I \l JE . \l ::: °
A4 /| &2 4 /| &2 4
Waélbfeder C,, [kNcm?] Starre Woélbeinspannung
R4 / /
N 1 N 1 |
Idealisiert 0 \ :
/
Verdrehung /'/ﬂﬂ
] | T s
Verdrillung 9= konst. 9#0 9=0
o' | Yo T LrTT [ L[]
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Die SchnittgroRenverlaufe der Torsionsanteile My, (x), My, (x) und M, (x) werden nun
erneut Uber die Differenzialgleichung mithilfe von Tabelle 5-1 handisch berechnet. Das
statische System entspricht dem der linken Spalte. Der Abklingfaktor A ist identisch mit
dem aus Beispiel 1.

G-I 1
1 = T —6734-1073—
E-lym cm
Mit: Iy =199 cm*
I,y =1,688-10°cm®
kN
E =21000—;
cm
kN
G =8077—
cm

Zur Veranschaulichung werden die TorsionsschnittgroRen an der Stelle x = 0 cm einmal
handisch vorgerechnet.

My =M, =20000KkNcm
v oy (1 cosh(1-x")
pr  —oTL T cosh(2 1)

cosh (6,734 1073 Cim 200 cm)
= 20000 kNem - [ 1 —

cosh (6,734 .10-3 % 200 cm)

= 0kNcm = 0 kNm

Im Einspannbereich tritt keine primare Torsion My, auf, da die Verdrillung 9’ = 0 ist. Das
Elastizitdtsgesetz der St. Venantschen Torsion aus Gleichung (3-8) bestétigt dies.

MT1=G'19,'IT
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Das Woélbbimoment M, und der sekundare Torsionsanteil M, berechnen sich wie folgt:

M, sinh(1-x")

M, =M, =--2X.2"=/
W @ A cosh(A-1)
sinh (6 734-10-3 - 200 cm)
__ 20000 kNcm _ ) cm
1 1
. -3 _—_ . -3 __—_.
67341073 — cosh(6,734 103 —- 200 cm)
= —2.593.691 kNcm? = —259,4 kNm?
Iy Y iy cosh(A-x")
T G T

cosh (6,734 1073 % 200 cm)
= 20000 kNem -

1
L10-3 —.
cosh (6,734 10 c 200 cm)
= 20000 kNcm = 200 kNm

Tabelle 5-4 zeigt die Knotenergebnisse flir alle Torsionsanteile sowie das gesamte
Torsionsmoment M fir die gleiche Stabeinteilung A = 20 cm. Die Maximalwerte sind fett
hervorgehoben.

Tabelle 5-4: Knotenergebnisse der Wolbkrafttorsion, Beispiel 2

x Mypq My, M, My
[cm] [KNm] [KNm] [kNm?] [KNm]
0 0,00 200,00 -259,38 200,00
20 21,78 178,22 -221,61 200,00
40 40,32 159,68 -187,87 200,00
60 55,95 144,05 -157,54 200,00
80 68,98 131,02 -130,08 200,00
100 79,62 120,38 -104,98 200,00
120 88,07 111,93 -81,78 200,00
140 94,50 105,50 -60,07 200,00
160 99,00 101,00 -39,45 200,00
180 101,67 98,33 -19,55 200,00
200 102,56 97,44 0,00 200,00
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Der Verlauf fur den primaren Torsionsanteil M, wird in Abbildung 5-18 dargestellt,
wahrend der sekundare Torsionsanteil My, in Abbildung 5-19 gezeigt wird. Um den
GroRenunterschied beider Torsionsanteile zu vergleichen, sind beide Abbildungen
identisch skaliert. Beide Torsionsanteile weisen einen kurvigen Verlauf auf. Der primare
Torsionsanteil My, beginnt bei x = 0 cm und steigt abrupt an, bevor er zur Kragarmspitze
hin abflacht. Da das gesamte Torsionsmoment M, an jeder Stelle M; = 200 kNm
betragen muss, ergibt sich der sekundare Torsionsanteil My, entsprechend. Im Bereich
der Einspannstelle betragt der sekundare Torsionsanteil My, maximal My; = 200 kNm
und flacht zur Kragarmspitze hin ab, wodurch ein trapezahnlicher Gesamtverlauf
entsteht.

Primare Torsion M,

250
200

150

My, [kNm]

0 500 1000 1500 2000

X [mm]

Abbildung 5-18: SchnittgréRenverlauf M, Beispiel 2

Sekundare Torsion M,

250
200

150

My, [kNm]

0 500 1000 1500 2000

X [mm]

Abbildung 5-19: SchnittgréRenverlauf M;,, Beispiel 2
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Der Verlauf des Wélbbimoments M,, ist in Abbildung 5-21 dargestellt. Es erreicht sein
Maximum im Bereich der Einspannung und flacht nahezu linear zur Kragarmspitze hin
zu M, = 0 kNm? ab. Auch hier bestéatigt sich, dass das Wélbbimoment M, die 1.
Ableitung des sekundaren Torsionsmoments My, ist.

Gesamte Torsion M;

250

200

150

100

M, [kNm]

50

0 500 1000 1500 2000

x [mm]

Abbildung 5-20: Gesamter SchnittgréRenverlauf M, Beispiel 2

Wélbbimoment M,

0 500 1000 1500 2000

-100

-150

M, [kNm2]

-200

-250

-300

x [mm]

Abbildung 5-21: Schnittgréenverlauf M,,, Beispiel 2
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5.3.3 Spannungen t,(s, x), ,4(s,x) und 7,,4(s, x)

In diesem Beispiel gibt es zwei Nachweisstellen, bei denen noch keine eindeutige
Aussage Uber die malRgebende Stelle getroffen werden kann. Im Bereich der
Einspannung bei x = 0 cm tritt das grofte sekundare Torsionsschnittmoment M;, =
200 kNm auf, ebenso wie das grote Wolbbimoment M,,. Die zweite Nachweisstelle
befindet sich an der Kragarmspitze bei x =200cm, wo das grolite primare
Torsionsschnittmoment M;;, und ein etwa halb so groRes sekundares
Torsionsschnittmoment My, auftreten. Zunachst wird die Einspannstelle bei x = 0 cm
betrachtet.

Die sekundaren Schubspannungen 7, (s, x) berechnen sich zu:

Mry - Spu 200 - 105 Nmm - 30,04 - 106 mm*

Tam (X = 0em) == 1,688 - 102 mm® - 19 mm mm?
o= 7 2z |
/’, S, = 3004 cm* 7, = 187,3 N/mm?

el 0 WAV ViV & Vi %
SN @ HES m-y

S, = 3004 cm* 7, = 187,3 N/mm?

b b

| |

" = ICH
| |
|

Abbildung 5-22: Sekundéarer Schubspannungsverlauf 7, (s, x) bei x = 0 cm, Beispiel 2
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Die sekundaren Normalspannungen g, (s, x) berechnen sich zu:

(r = 0 cm) M, —259,4 - 10° Nmm? 2108+ 10° 5
o = - ___=. - — . .
2M Iy M 1,688- 1012 mmé -~ mm
= 3239 —
A= 1 /l/}/‘g

wy =210,8 cm?

Abbildung 5-23: Sekundérer Normalspannungsverlauf g, (s, x) beix = 0 cm, Beispiel 2

Zuletzt wird die Kragarmspitze bei x =200cm untersucht. Dort treten nur
Schubspannungen aufgrund der primaren und sekundaren Torsionsschnittmomente
M4, My, auf. Die primaren Schubspannungen 1, (s, x) berechnen sich zu:

My 102,6 - 10° Nmm
Ty, (x =200 cm) = T tr = 199 106 mm? 19 mm = 979,6mrrlz
Mgy 102,6 - 10 Nmm
Ty w(x =200 cm) = T tw = 199 106 mm? 11 mm = 567,1mmz
741 = 979,6 N/mm? *r ,
) h

T1w = 567,1 N/mm2

7—/}!
b

Abbildung 5-24: Primarer Schubspannungsverlauf 7, (s, x) bei x = 200 cm, Beispiel 2
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Die sekundaren Schubspannungen 7, (s, x) berechnen sich zu:

Tou(x =200 cm)

_ Mpp(x) - Sum(s) 97,44 -10° Nmm- 30,04 - 10° mm*

=91,27

il

//// ~
Gn=

/1
" |Sw = 3004 cm#

S, = 3004 cm*

b

lom tf(s)

mm?2

1,688+ 1012 mm® - 19 mm

3

]

el <

p—

72 = 91,27 N/mm?

TS

%

@

j—

| LA

72 = 91,27 N/mm?

b

Abbildung 5-25: Sekundarer Schubspannungsverlauf z,,,(s, x) bei x = 200 cm, Beispiel 2

Die Summe beider Schubspannungen t,,,(s, x) betragt:

Tr(x = 200 cm) = 115 + Ty = 979,6

7t = 1071 N/mm?

7w = 567,1 N/mm?

NEEh
|

® [
L

F=r0

| AN |
I f/‘l

j

®
\l

Abbildung 5-26: Gesamter Schubspannungsverlauf z,,,(s, x) bei x = 200 cm, Beispiel 2

N
+91,27 — = 1071
mm

mm?
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6 Vergleichsrechnung mit Stabwerksprogramm

6.1 Zielsetzung

In diesem Kapitel werden die beiden Handrechenbeispiele mithilfe des Stabprogramms
RSTAB 9 nachgebildet und die Ergebnisse miteinander verglichen.

Wie bereits bei den Handrechenbeispielen gezeigt, fihrt die Querschnittsverwdlbung zu
erheblichen Unterschieden in den SchnittgroBenverlaufen und den resultierenden
Spannungen im Vergleich zur Vernachlassigung des Wélbkrafttorsionsanteils. Bei der
Berechnung mithilfe eines Stabprogramms werden 6 Freiheitsgrade (u, v, w, @X, @y, ¢z)
im Stabschwerpunkt berechnet. Daraus lassen sich in der Querschnittsebene jedoch
keine konkreten Aussagen uber die Spannungen und Verformungen treffen. Daher ist
die Berucksichtigung der Querschnittsverwélbung und die Berechnung der
Woalbkrafttorsion grundsatzlich nicht maéglich.

Um Abhilfe zu schaffen, werden Programmerweiterungen wie Plugins, Add-ons oder
ahnliches zur Erweiterung des Stabprogramms angeboten. Fir RSTAB 9 wurde das
Add-on "Wodlbkrafttorsion" entwickelt, um die Querschnittsverwélbung als 7.
Freiheitsgrad in der globalen Berechnung zu berlcksichtigen. Die Verwdlbung wird hier
als lokale Stabverformung angesehen, die Berucksichtigung erfolgt jedoch bei der
Berechnung des globalen Modells. Dabei wird die Steifigkeit angrenzender Bauteile
automatisch bericksichtigt [Quelle: Onlinehandbuch zu RSTAB 9]. Abbildung 6-1 zeigt
die Aktivierung des Add-ons "Woélbkrafttorsion" wahrend der Erstellung eines Modells.
Es wird lediglich ein Hakchen gesetzt, damit die Wolbkrafttorsionsberechnung im
gesamten Modell berticksichtigt wird.
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= Modell-Basisangaben bearbeiten

Basis  Add-Ons Normen!| Normenll Ei und Optionen
Analyse-Add-Ons

Nichtlineares Materialverhalten
() @ strukturstabilitat

Analyse von Bauzustinden (CSA)

Abhéngige Modelle Geldnde Historie

Normen fiir Klassifizierung und Assistenten

0O i o und Klassifizierung

D Lastassistenten

Bemessungs-Add-Ons

Zeitabhangige Analyse (TDA)
[:] @ Spannungs-Dehnungs-Berechnung

Formfindung

@ Walbkrafttorsion (7 Freiheitsgrade) D @ Betonbemessung

() @ stahlbemessung
() @ Holzbemessung
() @ Aluminiumbemessung

Dynamische Analyse

Oe Modalanalyse

Oe Antwortspektrenverfahren
Harmonische Frequenzganganalyse

() @ zeitverlaufsverfahren

() @ pushover-Analyse

Mastbemessung
Rohrleitungsbemessung
Kranbahnbemessung
Betonfundamente
Sonderlésungs-Add-Ons

Gebaudemodell

Windsimulation

Optimierung & Kosten und Abschii der CO;

De Optimierung & Kosten / CO2-Emissionsabschétzung
Wihrungssymbol  Anordnung der Wahrungssymbole
0 Hinter dem Wert

® Erworben @ Testversion @ Demo

Abbrechen

Abbildung 6-1: Basiseinstellung in RSTAB 9 zur Berechnung mit Wélbkrafttorsion, Beispiel 1

Anwenden
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6.2 Beispiel 1: Gabelgelagerter Einfeldtrager

6.2.1 Modell

Modelleingabe:

Profil HEB 300,S355
Liange l =2m
Belastung m, = 100kNm/m
Lagerung
Feste Gabellagerung
(x =0cm)
Lagerung
Bewegliche Gabellagerung in x — Richtung
(x =200 cm)

Berechnungseinstellung:

Theorie

I. Ordnung

Stabteilung fiir

Ergebnissverlauf

n =10
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6.2.2 Eingabe

Wahrend der Stabeingabe wird man automatisch aufgefordert, zunachst einen
Querschnitt zu wahlen. Fur die Wolbkrafttorsionsberechnung stehen nur vorgegebene
Querschnitte aus der programminternen Querschnittsbibliothek zur Verfigung. In
Abbildung 6-2 sind die einstellbaren Optionen des HEB 300 Querschnitts aufgefuhrt.
Hervorgehoben ist die vorselektierte Option ,Dinnwandiges Modell“, um nach der hier
behandelten dinnwandigen Wolbkrafttorsionstheorie zu rechnen. Wird diese Option
abgewahlt, erfolgt die Berechnung nach der dickwandigen Theorie, die in dieser Arbeit
nicht behandelt wird. Es ist auch méglich, die Woélbsteifigkeit komplett zu deaktivieren,
falls der Querschnitt nur nach der St. Venantschen Torsionstheorie berechnet werden
soll. Die Eingabe von allgemeinen Querschnitten ist zwar maéglich, jedoch wird die
Woélbkrafttorsionsberechnung dann nicht unterstitzt. Tabelle 6-1 zeigt, dass die
Einheitsverwdlbung w identisch mit der Handrechnung ist, sodass die Wélbflache S, und
der Wodlbwiderstand I, ebenfalls Ubereinstimmen. Allerdings ist das
Torsionsflachenmoment 2. Grades I; in der Handrechnung etwas Uberschéatzt, was auf
die vernachlassigten Radien des Walzprofils zurtickzufihren ist.

= Querschnitt bearbeiten [u} X
Liste Nr. Name Zugewiesen an Stibe Nr.
| T |1 HEB300|3-5355 1 HEB 300 1] 1
Basis  Querschnittswerte Statistik  Punkte  Linien Tele  Spannungspunite FE-Netz
Material i 1 R ™ & A ) S = E
B 3-5355 | Isotrop | Linear elastisch v I/ & & ¥
Kategorien Querschnittswerte
Querschnittstyp Querschnittsflachen (Axial und Schub) 1 - HEB 300 | DIN 1025-2:1995-11 | Ferona
Genormt - Stahl v Al A 14900 © ¥ [em2) 3000
Schub Ay 9533 1 » [em?] I 1
Herstellungsart .
Az 2853 1 > [em2] V7 |
Warmgewalzt w4 % |
o 4
Flachentragheitsmomente g[ A

Torsion it 18600 > [cmé]
8iegung ly 2517000 > [cmé]
Iz 856000 © » [om4]

Wolbung s 168800000 . » [cm§]

3000
=

[] andiges Modell

() us-schreibweise fir Querschnittswerte Breite b 3000 & » [mm]

2ur Vermeidung von i

Kommen tar RSECTION

HIE X % v & - [EE L T PE @

o E [k = 2 (x| atbrecren
Abbildung 6-2: Querschnittseinstellung fir die Wolbkrafttorsion, Beispiel 1

Tabelle 6-1: Vergleich der QuerschnittsgréRen, Beispiel 1

Handrechnung RSTAB9 Abweichung
w [cm?] 210,8 210,8 0%
Sy [cm*] 3004 3003 0%
Iy [cm*] 199,0 186,0 —6,5%
I, [cm®] 1,688 - 10° 1,688 - 10° 0%
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6.2.3 SchnittgroRenverlaufe

Nachdem die Knotenlager und die Torsionsbelastung aufgebracht wurden, sind alle
Randbedingungen fir die Berechnung eingegeben. Abbildung 6-3 zeigt die Darstellung
der Berechnungsergebnisse. In der linken hervorgehobenen Spalte kdnnen die
verschiedenen Ergebnisse ausgewahlt werden. Durch die Aktivierung des Add-Ons
~Wolbkrafttorsion“ stehen nun zusatzliche Ergebnisse zur Verfligung.

Wie bereits erlautert, werden die Resultate im Querschnittsschwerpunkt berechnet,
sodass eine direkte Darstellung der Verwoélbung als Verformungsfigur nicht moglich ist.
Die Schnittgrolenverlaufe My,, My,, My und M, mit einer Gegenlberstellung zur
Handrechnung sind in den Tabelle 6-2 bis Tabelle 6-5 aufgefuhrt.

g Dlubal RSTAB Student Testversion | 9.07.0001 | Stab_Tréger-2m.rs9*

TS Datei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Zuordnen Berechnen Ergebnisse Extras Optionen Fenster CAD-BIM Hilfe

DNt EAES BE -~ | EEEBREEE® K-B IT° LF1 Eigengewicht vl
- ¥ DDV AN BLLEG V/IEOH M= BEges X&

II&

Navigator - Ergebnisse & X | LF1 - Eigengewicht
B3 statische Analyse « » | Statische Analyse
Momente Mt [kNm]
> O D clobale Verformungen
v [[A\ stabe
v Ayt Lokale Verformungen
O Mt ux
O Aot uy
O )VK uz
O\t ox
O }v‘ Py

O o ¢z

v [T SchnittgroBen )
ONAN

O)V‘vy : e e — —————

Ot 100.00

Oh\/4 My

O\t Mz

Ot Mw

O M\t Mrpr

()}VAL MT,sec

> [ Ao Verzerrungen

v Ao Spannungen
O )\/4 ox
Ot 1y
O )VA T
> O AgA Elastische Spannungskomponenten
> O Ay Elastische Vergleichsspannung
> O %’a Lagerreaktionen

Abbildung 6-3: Ergebnisdarstellung firr die lokalen Verformungen und SchnittgréRen, Beispiel 1
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Das primare Torsionsmoment M, aus RSTAB 9 zeigt den gréten Unterschied von nur
+2,3%. Dies ist auf die unterschiedlichen Torsionsflachenmomente 2. Grades I,
zurtickzufiihren, was bei der Ermittlung der SchnittgroRen zu einer minimalen
Abweichung in der Verteilung der Torsionsanteile fuhrt.

Tabelle 6-2: Vergleich der primaren Torsion M, Beispiel 1

M., [kNm]
Hand- -12,80
rechnung ///—
12,80
1251
. T ]|
RSTAB 9 f I | - 2
1251 B
— Abweichung: —2,3%
Tabelle 6-3: Vergleich der sekundéren Torsion M;,, Beispiel 1
M, [kNm]
-87,20
Hand-
rechnung
87,20
87.49
T - I —r— sl [ | ‘ ‘ 2
RSTAB 9 l —
8749
— Abweichung: +0,3%
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Zur Kontrolle verlauft das gesamte Torsionsmoment M, in RSTAB 9 ebenfalls linear von
My = 100 KNm bis M; = —100 kNm, wie auch in der Handrechnung. Das Wdélbbimoment
M, weist in RSTAB 9 jedoch einen Vorzeichenwechsel auf, sodass es negativ ist. Der

Betrag des Wdélbbimoments M,, zeigt nur minimale Abweichungen, die auf Rundungen
zurlickzufuhren sind.

Tabelle 6-4: Vergleich der gesamten Torsion M, Beispiel 1

M, [kNm]
-100,00
Hand-
rechnung
100,00
100.00
. 11 |
RSTAB 9 f ’ —
100:6'67
— Abweichung: 0%
Tabelle 6-5: Vergleich des Wdélbbimoments M,,, Beispiel 1
M, [kNm2]
Hand-
rechnung 0,00 0,00
o 42,02 I
4227
RSTAB 9 1 2
Z
— Abweichung: +0,6%
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6.2.4 Spannungen

Um sich die Spannungen anzeigen zu lassen, bietet RSTAB 9 die Moglichkeit, die
resultierenden Spannungen an verschiedenen Punkten des Querschnitts zu berechnen.
Dies ist jedoch nur fur normierte Querschnitte innerhalb der Querschnittsbibliothek
mdglich. An relevanten Stellen im Querschnitt werden Spannungspunkte definiert, um
eine Einheitsspannung fiir eine Einheitslast zu berechnen. Dafir wird der gewlinschte
Querschnitt ausgewahlt und, wie in Abbildung 6-4 gezeigt, der Reiter
,Einheitsspannungen | TWA® fir die dinnwandige Theorie ausgewahlt. Fur die
Berechnung nach der dickwandigen Theorie miuisste beispielsweise der Reiter
,Einheitsspannungen | FEM* ausgewahlt werden.

#= Querschnitt bearbeiten o X
Liste N Name Zugewiesen an Stibe Nr.
T 1HEB300]3-5355 1 HEB 300 L
Basis  Querschnittswerte  Statistik  Punkte  Linien  Tele  Spannungspunkte  FE-Netz
Koordinaten  Eig inhe |Twa i |FEM 1 - HEB 300 DIN 1025-2:1995-11 [ Ferona
| Mep: 1 kNm | Einheitsschubspannungen fir primares
Spann.-p. T(Vz=1kN) T (Mxp = 1 kNm)  (Mxs = 1kNm) Temperatur Torsionsmoment Mxp | TWA
Nr. (N/mm2) IN/mm2] N/mm2] ral
1 oooo T FIE 0000
2 0042 10215 -0701
3 0066 10215 -0892
4 0084 10215 -0936
H -0084 10215 0936
6 -0066 10215 -0892
7 -0042 10215 -0701
8 0000 10215 0000 1
9 0290 5914 0000
10 0316 5914 0000
11 0338 5914 0000
12 0316 5914 0000
13 0290 5914 0000 —
4
1 0000 10215 0000 T
15 0042 10215 0701 0000
16 -0066 10215 0892 000%
17 -0084 10215 0936 5914
18 0084 10215 0936
19 0066 10215 0892
20 0042 10215 0701 y
21 0000 10215 0000 %
Min: 5.914N/mm2(9)
Max:10215N/mm2 (1)
| Mep: 1 kNm |
N
I ———————— £
B X
@
o iE [ = 12 [ Abbrechen

Abbildung 6-4: Auswahl der Spannungspunkte nach diinnwandiger Theorie, Beispiel 1
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Die Spannungspunkte infolge der Wolbkrafttorsion sind in Tabelle 6-6 aufgeflhrt, wobei
die Maximalwerte fett hervorgehoben sind. Mithilfe dieser Spannungspunkte kénnen die
Spannungen an jeder beliebigen Stelle des Stabes handisch anhand der zugehdrigen
SchnittgrélRen ermittelt werden. In der Ergebnisdarstellung wird lediglich eine farbige
Darstellung wiedergegeben.

Tabelle 6-6: Spannungspunkte flr t,, 7, ,, Beispiel 1

71 flr MT]. =1KkNm Ty fir MTZ =1KkNm () fur Mw =1 kNmZ

10.2157-10.215 210215210215 * 10.215

= 12485

Ll - 2!




Vergleichsrechnung mit Stabwerksprogramm 84

Die Ergebnisse der Spannungen konnen fiir jede Schnittgrole separat angezeigt
werden, wie in Abbildung 6-5 dargestellt. Die Spannungen 7;,7,,7 und o, sind
zusammen mit den Ergebnissen der Handrechnung in Tabelle 6-7 bis Tabelle 6-10
gegenubergestellt.

i Dlubal RSTAB Student Testversion | 9.07.0001 | Stab_Trager-2m.rs9*
B Datei Bearbeiten Ansicht Einfugen Zuordnen Berechnen Ergebnisse Extras Optionen Fenster CAD-BIM Hilfe

sBRS BB~ ~[IHEBEREE® 5-8 L LF1 Eigengewicht VIEIE ¥ - T2 S
SBR[ ARG PIEOE(MI =Y REESR OAXE
Navigator - Ergebnisse & X LF1 - Eigengewicht

= statische Analyse <y Statische Analyse
o Torsionsschubspannung durch priméres Torsionsmoment T (MT,pri) [N/mmz]
A
oA uz

ON o
Ot gy
ON 2
ON w
v [ A+ schnittgréBen
ONtN
Ot vy
Ot Vi
Ot Mr
O\t My
Ot Mz
O M M
O Mt Mrpri
O M\ M sec
> [t Verzerrungen
v [+ spannungen
O ox
Ot vy
Ot
[[J 4} Elastische Spannungskomponenten
Ot ey
Ot ox(My)
O At gx M
O IF ox (N + My)
O At ox(N + M)
O Mt ox (My + M)
O A ox(N + My + Mz)
O A\t oxges
Ot vy vy)
O\t vy (v2)
O\t 2 (Vy)
O\t 1z (v2)
Ot vy vy + V)

Al N
©ft < (Mrpr)
O At T(Mrseq)
O i Tvn)

Ty T V2
O Mot tges

> [LIAG* Elastische Vergleichsspannung
> [J %% Lagerreaktionen

Abbildung 6-5: Ergebnisdarstellung fiir die Spannungen, Beispiel 1
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Im Spannungsvergleich flihrt der Unterschied der Torsionsflaichenmomente 2. Grades
I dazu, dass RSTAB 9 fUr die primaren Schubspannungen 1, stets leicht héhere Werte
aufweist. Die sekundaren Spannungen ¢, und 7, sind hingegen nahezu identisch mit

den Ergebnissen der Handrechnung.

Tabelle 6-7: Vergleich der priméaren Schubspannung 7, bei x = 0 cm, Bei

spiel 1

Handrechnung

RSTAB 9

ZZ

715 = 122,2 N/mm?

=

Kt

209.713

171.583

133454
95324 .

57.194

1= 70,75 Nimm? | L 19.065 -
L] -19.065 -
Errer _.bTmT A e E
-209.713 |
N
= T = - .
Tyf 122,2m 5 1f 10'22mm2-kNm 12,51 kNm
=127,9 > — Abweichung: +4,7%
mm
N
= T = - .
Tiw 70,75mm2 1w 5,91 7 ’Nm 12,51 kNm
= 73,93 > — Abweichung: +4,5%
mm

Tabelle 6-8: Vergleich der sekundaren Schubspannung 7, bei x = 0 cm,

Beispiel 1

Handrechnung

RSTAB 9

86.896

71.097

55298 o

39.498

23.699

7.900

= 81,89

mm

[
-7.900

-23.699 -lﬂ

-39498 o -

-55.298 -

7, = 81,68 N/mm? -

b -71.097 -
-86.896 |

= 81,68 7, =10,936 N 87,49 kN
T2 = O 2 Z T m2 - kNm m

— Abweichung: +0,3%
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Tabelle 6-9: Vergleich der gesamten Schubspannung 7 bei x = 0 cm, Beispiel 1

Handrechnung

R

STAB9

v e |
e

¢
I

=Y

7= 203,9 N/mm?

=y

7y = 70,75 N/mm?

267.802

219.110

170419

121.728

73.037

24.346

-24.346

-73.037

-121.728

-170419

-219.110

-267.802

Tf = 203,9@

Tw = 70,75

mm?

T =127,9+81,89—
mm
= 209,8—
mm
Ty =7393—s
mm

— Abweichung: +2,9%

— Abweichung: +4,5%

Tabelle 6-10: Vergleich der sekundéren Normalspannung o, bei x = 100 cm, Beispiel 1

Handrechnung

RSTAB 9

0, = 524,8 N/mm?

569.190

465.701

362212

258723

155.234

51.745

-51.745

-155.234

528,0—
mm

_—T18)] 258723
=1 362212
2= b
-465.701
-569.190
_ — (— 2
0 = 5248 — 07 = —12,49 —— - (~42,27 KNm?)

— Abweichung: +0,6%
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6.3 Beispiel 2: Einseitig eingespannter Kragarm

6.3.1 Modell

Modelleingabe:

Profil HEB 300,S355
Lange l =2m
Belastung
M, =100KkNm
(x =200 cm)
Lagerung
Einspannung (griin), starre Stirnplatte (orange)
(x =0cm)
Lagerung
Bewegliche Gabellagerung in x — Richtung
(x =200 cm)

Berechnungseinstellung:

Theorie

[. Ordnung

Stabteilung fiir

Ergebnissverlauf

n =10
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6.3.2 Eingabe

Das Vorgehen zur Modelleingabe wurde bereits in Beispiel 1 ausfuhrlich dargestellt. Da
es sich um denselben Querschnitt handelt, bleiben die QuerschnittsgréRen in RSTAB 9
identisch zu Beispiel 1. Hier zeigt sich jedoch eine Besonderheit bei der Modellierung
der Wolbeinspannung. Abbildung 6-6 zeigt das Modell mit einer herkémmlichen
Einspannung am Stabanfangsknoten bei x = 0 cm. Wie die Volumendarstellung zeigt,
kénnen sich die Flansche selbst bei einer Knoteneinspannung frei verwélben. Wie
bereits im Handrechenbeispiel ausfuhrlich erlautert, flhrt eine Einspannung im
Querschnittsschwerpunkt nicht zwangslaufig zu einer Verwdélbungsbehinderung des
Querschnitts. Das Stabprogramm weil3 namlich nicht, ob der Kragarm an einer Stitze
oder an einer Stirnplatte angeschlossen ist. Neben der Lagerungsbedingung in RSTAB
9 sind daher zusatzliche Randbedingungen zur Modellierung einer Waolbeinspannung
erforderlich. Je nach Stabprogramm sind die Lésungen dieses Problems unterschiedlich.
RSTAB 9 bietet die Mdglichkeit, jeden beliebigen Stab mit Steifen zu modifizieren,
sodass die Steifigkeit berlicksichtigt wird. Abbildung 6-7 zeigt die Stabbearbeitung. Es
wird die Option ,Quersteifen” ausgewahlt, sodass die Registerkarte ,Quersteifen”
erscheint.

In Abbildung 6-8 wird die Registerkarte ,Quersteifen gedffnet. Es lassen sich nun
verschiedene Steifentypen auswahlen. Fir dieses Beispiel ware es denkbar, eine
Stirnplatte am Stabanfang anzubringen. Dies wirde jedoch eine Woélbfeder darstellen,
deren Wolbfedersteifigkeit C,, von der Dimensionierung der Stirnplatte abhangt. Daher
wird hier eine starre Wolbeinspannung ausgewahlt.

Abbildung 6-6: Volumendarstellung ohne Wolbeinspannung, Beispiel 2
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J

1

Abbildung 6-7: Stabbearbeitung zur Eingabe von Quersteifen, Beispiel 2

Stab bearbeiten

Stab Nr.

Basis  Querschnitt]
Stabtyp Geometrietyp
M Balkenstab ~ W Gerade
Optionen Informationen | Analytisch
@ G Stab
Knoten auf Stab B Eigenschaften
() Gelenke... Lénge
[ exzentrizitaten... Woltteen
Masse
[ Schwerpunkt
Schwerpunkt
Schwerpunkt
Schwerpunkt

(T) Ergebniszwischenpunkte...
() endmodifikationen... (& Staborientierung
Lage

(CJ Fur die Berechnung deaktivieren

<=

Xc
Yc
Zc

2000 m
0.030 m3
0234 t

1.000 m
0.000 m
0.000 m

Auf Achse X des globale

Kommentar

N e -

s Stabquersteife bearbeiten

Liste Nr.

Name

11 Steife | (Stabe:: 1) 1 1 Steife | Wélbeinspannung (Stébe : 1)

Basis

Typ und Lage der Steife

Steifentyp
1 Wolbeinspannung |
2 Flach

Stirnplatte | Anfang

Stirnplatte | Ende

U-Profil

x[m]
0000

Winkel
Angeschlossene Stitze | Anfang
Angeschlossene Stiitze | Ende

% =}

Parameter | Wélbeinspannung

a

Steifenlage

v @

Mehrfach

Anmerkung

X

Knoten Nr. - Anfang Knoten Nr. - Ende

1 B3 B 2 % '8

Stabtyp ‘Balkenstab’

Mz‘iT j},

oy

Ll
/
“/ N‘ z

My.i

1 - HEB 300 | DIN 1025-2:1995-11 | Ferona

w0 PR =1

- &

Abbrechen Anwenden

Zugewiesen an Stibe Nr. / Stabsétze Nr.

o Aq >

Steifentyp: Wolbeinspannung

Steife Nr. 1

Starre Wolbeinspannung
Benutzerdefinierte Wolbfedersteifigkeit

o
o

Resultierende Wolbfeder
Cw @ [kNm3]

Kommentar

BB W= X

92

WOk = 2

Abbildung 6-8: Eingabe der starren Wélbeinspannung, Beispiel 2

—

Abbrechen Anwenden
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Abbildung 6-9 zeigt das Modell in der Volumendarstellung mit der eingegebenen starren
Wolbeinspannung. Die Auswirkung auf den Verdrehungsverlauf wird in Tabelle 6-11
dargestellt. Durch die Einfuhrung der starren Woélbeinspannung ergibt sich ein
nichtlinearer Verlauf des Verdrehungswinkels 9, wodurch ein nicht konstanter
Verdrillungsverlauf 9’ gewahrleistet ist. Bei genauer Betrachtung erkennt man ebenfalls,
dass die 1. Ableitung der Verdrehung 9 an der Einspannung gleich der Verdrillung 9’ =
0 sein muss.

Tabelle 6-11: Vergleich der Stabverdrehung 8, fiir unterschiedliche Wélbeinspannungen, Beispiel 2

Wolbein- Stabverdrehung 9, [mrad]
spannung
Ohne l ——— ___J_‘_AVL_-,'J,_A“J\Av- _J | .J
Starr - 1 L J
S T o0sa

Abbildung 6-9: Volumendarstellung mit starrer Wélbeinspannung, Beispiel 2
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6.3.3 SchnittgroRenverlaufe

Nach Fertigstellung des Modells kénnen die Schnittgréenverlaufe My, My,, My und
M, in Tabelle 6-12 bis Tabelle 6-15 dargestellt werden, wobei diese mit den Ergebnissen
der Handrechnung verglichen werden. FUr das primdre Torsionsmoment My, im
Einspannbereich berechnet RSTAB 9 eine sehr kleine TorsionsschnittgroRe von My, =
1,10 kNm, was nicht erwartet wurde in der Handrechnung. Dies flhrt zu einer
Abweichung von etwa 3% — 4% bei den primaren und sekundaren TorsionsgréRen an
der Kragarmspitze bei x = 200 cm.

Tabelle 6-12: Vergleich der primaren Torsion M., Beispiel 2

M., [kNm]
00
Hand-
rechnung
102,56
—’x “
wbo
RSTAB 9 L
2 —_— l
98.95
— Abweichung: —3,6%

Tabelle 6-13: Vergleich der sekundaren Torsion My, Beispiel 2

My, [kNm]
Hand- 570
rechnung / '
200,00
[ [ 1
RSTAB 9 Emm——— o 10105
198.90

— Abweichung (x = 0 m): —0,6%
— Abweichung (x = 2 m): +3,8%
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Zur Kontrolle verlauft das Gesamttorsionsschnittmoment M, in RSTAB 9 ebenfalls
konstant mit M;; = 200 kNm, genau wie in der Handrechnung. Allerdings zeigt das
Wolbbimoment M, in RSTAB 9, wie bereits im Beispiel 1, ebenfalls einen
Vorzeichenwechsel auf.

Tabelle 6-14: Vergleich der gesamten Torsion My, Beispiel 2

M5 [kNm]
Hand-
rechnung
200,00 _
RSTAB 9 1
Z *
200.00
— Abweichung: 0%
Tabelle 6-15: Vergleich des Wolbbimoments M,,, Beispiel 2
M, [KNm?]
Hand- 259,38
rechnung
0,00
x [ e———
RSTAB 9 1

)
263.88

— Abweichung: +1,7%
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6.3.4 Spannungen

Tabelle 6-16 bis Tabelle 6-20 zeigt den Spannungsvergleich. Die Spannungspunkte sind
identisch mit Beispiel 1, da das Profil dasselbe ist. Zunachst wird die Kragarmspitze bei

x = 200 cm betrachtet.

Tabelle 6-16: Vergleich der priméaren Schubspannung 7, bei x = 200 cm, Beispiel 2

Handrechnung

RSTAB 9

gicivai: v

[Zz
| a7 wd vl o By
[ I 1 | -

744 =979,6 N/mm?2 Y]
!

7 ]
b

71w = 567,1 N/mm2

S N s

>

1658.590

1507.990

1357.390

1206.800

1056.200

905.598

755.000

604.401

453.803

303.204

152.606

2007

N
T1,f = 979,6 W

N
Tl,f S 10,22 m ' 98,95 kNm

m? - kKN

mm?2

=1011 5 — Abweichung: +3,2%
mm
Tiw = 567'1mm2 Tiw = 5,91—mmz N 98,95 kNm
=584,8 — Abweichung: +3,1%

Tabelle 6-17: Vergleich der sekundéren Schubspannung 7, bei x = 200 cm, Beispiel 2

Handrechnung

RSTAB 9

72 = 91,27 N/mm?

72 = 91,27 N/mm?

b

197.549

179.590

161.631

143.673

125.714

107.755

89.797

71.838

53.879

35.921

17.962

0.003

Tp = 9127 —

T2

= 0,936

= 94,63

mm?2 - kNm

mm?2

-101,1 kNm

— Abweichung: +3,7%
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An der Kragarmspitze treten aufgrund ungehinderter Verwdélbung nur Schubspannungen
auf. Diese weichen ebenfalls um etwa 3% von der Handrechnung ab, was auf die
ahnliche Abweichung der Torsionsschnittgréen zurlickzufihren ist.

Tabelle 6-18: Vergleich der gesamten Schubspannung 7 bei x = 200 cm, Beispiel 2

Handrechnung RSTAB 9

1720370

[ Z ; 7 7 4
tEI: 1.

7= 1071 N/mm? [T}

K h
Ty = 567,1 N/mm?

1564.170

1407.960

\
G

1251.750

1095.540

939332

783.124

- 626.916
i ] \ & 470707
| vl 7 Wl ' X7 TX 7]
\,\I\LL ® I | 314.499
b_ 158291
2.082
= 1071 T = 1011+ 94,63 N
= mm? fo= " mm?
=1106 > — Abweichung: +3,3%
mm
T, = 567,1 > Tw =5848 > — Abweichung: +3,1%
m mm
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AbschlieRend wird der Spannungsvergleich im Einspannbereich bei x = 0 cm aufgeflihrt.
Da im Einspannbereich keine primare Torsion My, auftritt, werden hier nur die
sekundaren Spannungen o, und 7, verglichen. Wie bereits bei den SchnittgroRen

weisen auch die Spannungen hier kaum Abweichungen auf.

Tabelle 6-19: Vergleich der sekundéren Schubspannung 7, bei x = 0 cm, Beispiel 2

Handrechnung

RSTAB 9

1, = 187,3 N/mm?

7, = 187,3 N/mm?

b

197.549

179.590

161.631

143673 |

125714

107.755

89.797

71.838

53879 ¢

35.921

17.962

0.003

Ty = 187,3 mmz

T2

= 0,936

= 186,2

mm? - kNm

mm?

-198,9 kNm

— Abweichung: —0,6%

Tabelle 6-20: Vergleich der sekundéren Normalspannung o, bei x = 0 cm, Beispiel 2

Handrechnung

RSTAB 9

3553.280
2907.230
2261.180
1615.130

969.076

323.025
-323.025

-969.076

-1615.130
-2261.180
-2907.230

-3553.280

—-12,49

—3296

mm?

mm? - kNm?2

- 263,9 KNm?

— Abweichung: +1,8%
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7 Vergleichsrechnung mit der Finite-Elemente-Methode

7.1 Zielsetzung

In diesem Kapitel werden die beiden Handrechenbeispiele mithilfe der FEM in RFEM 6
nachgebildet und die Ergebnisse miteinander verglichen. Dabei werden
Volumenelemente verwendet.

Bei der Berechnung mit Volumenelementen in RFEM 6 werden die
Verschiebungsfreiheitsgrade u, v, w an jedem Elementknoten berechnet. Diese Methode
ermoglicht die Nachbildung beliebiger Formen. Im Unterschied zur Stabberechnung
werden jedoch keine Verdrehungsfreiheitsgrade berechnet, wodurch Momente nur
durch Kréftepaare realisiert werden konnen. Im Gegensatz zur Stabberechnung kann
die Verwdlbung jedoch ohne zusatzliches Add-On berlcksichtigt und raumlich
dargestellt werden.

Fur die Verwendung von RFEM 6 muss zunachst der Berechnungsvorgang mit
Volumenelementen kurz erlautert werden. RFEM 6 berechnet die Knotenergebnisse von
Volumenelementen auf eine etwas andere Weise als Ublich. Im Hintergrund werden
zunachst Zwischenknoten fir jedes Volumenelement generiert. AnschlieRend werden
durch die Eliminierung dieser Zwischenknoten zuséatzliche Verdrehungsfreiheitsgrade
©x, Py, @, abgeleitet, siehe Abbildung 7-1. Eine detaillierte Erlauterung zur Berechnung

der verwendeten Elemente findet sich nicht im Onlinehandbuch von Dlubal. Stattdessen
wird auf die bezogene Primarliteratur verwiesen, die als Grundlage dient. Trotz Anfrage
konnte kein Zugriff auf diese Literatur gewahrt werden. Grundsétzlich ware es also
mdglich, eine Einspannung an einem Knoten im Netz einzugeben, indem die
Verdrehungsfreiheitsgrade festgehalten werden. Dadurch kénnen auch Einzel- oder
Streckenmomente aufgebracht werden. Es wird jedoch strengstens davon abgeraten,
mit den Verdrehungsfreiheitsgraden zu experimentieren, da die Zuverlassigkeit der
Ergebnisse nicht gewahrleistet werden kann. Auf die herkémmliche Berechnung hat dies
keinen Einfluss.

Z Z
4 14 3 4 3
20 . : [ux,3.6y,3.uz,3] [ux, 3.0y, 3.02,3,0x,3,Qy,3.92,3]
b el g 8
‘,V Q Iv Qi QU5 (¢ ?
012 ¢ 9 luxguyouzgl Elimination . X
114 yt! “010 L y der Zwischenknoten i ‘ y
/8 0 - 2 [ux 2wy 20z E— P I
&7 18 Ao o ux2uy,2.022,0%,2.90y,2.922
P 16 8 5 8

X “x

Abbildung 7-1: Berechnung der Volumenelemente in RFEM 6, Beispiel 2 [Quelle: Onlinehandbuch RFEM 6]
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7.2 Beispiel 1: Gabelgelagerter Einfeldtrager

7.2.1 Modell

333.300

Modelleingabe:

Profil HEB 300, S355

Lange l =2m

Belastung 4y, = 1333,3KkN/m (am oberen linken Flansch)
4y, = —333,3kN/m (am unteren rechten Flansch)

- m, =(333,3kN/m-0,15m) -2 = 100 kNm/m

Lagerung

Bewegliche Gabellagerung in x — Richtung — siehe Eingabe
(x =0cm)
Lagerung

Bewegliche Gabellagerung in x — Richtung — siehe Eingabe
(x =200 cm)

Berechnungseinstellung:

Theorie I. Ordnung

Netzweite L = 0,02 m (Volumenelemente)
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7.2.2 Eingabe

Der Volumenkoérper wird durch Extrusion der Querschnittsflaiche erstellt. Zur
Vereinfachung werden die Umrisse des HEB 300 Profils aus einer .dxf Datei importiert,
die zuvor aus dem Internet heruntergeladen wurde. Nach Uberpriifung der
Abmessungen und Platzierung im Ursprung des globalen Koordinatensystems wird die
Modellflache durch Auswahl der Profilbegrenzung eingegeben, siehe Abbildung 7-2. Fur
die spatere radumliche Lagerung entlang der Tragerlangsrichtung ist es ratsam, zuvor
einen Rand im Profilschwerpunkt zu definieren, dessen genaue Bedeutung spater
erlautert wird. Insgesamt werden also zwei Flachen eingegeben: eine flr die obere
Profilhalfte und eine fur die untere Profilhalfte.

i Dlubal RFEM Student Testversion | 6.06.0009 | test.rf6*
B patei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Zuordnen Berechnen Ergebnisse Extras Optionen Fenster CAD-BIM Hilfe
> il =R D P ] = a o = : Xxx @ XXX 4@
RAPDBARS - BE -~ |EEEERE® -8 L LF1_ Eigengewicht R A e sl |
4 2 & e | % 3 ¥ = ¥ K - v (=] AL oo PRl 4 — o= e 53 NP i &
Y- EE(RN RO |t BRRY \ gy’ ;= B8 SR2BzZzP UK
Navigator - Daten TH Rechteck..
= RrEM Rechteck mittels Mittelpunkt...
> B 30_Kragarm_2m.rf6
) 30_tréger_2m _ideal-test-2.rf6"
1) 30_Tréiger_2m_ideal-testrf6

v [ testrfer
v (] Basisobjekte

Dreieck..

Kreis...

Polygon... L e
Begrenzung wéhlen... E

VB R

« Materialien
> I8 Querschnitte
# Dicken
* Knoten
>/ Linien
/2 Stabe
W Flichen
| &ffnungen
¥ Volumenksrper
A Liniensitze
A, stabsitze
¥ Flichensitze %
¥, Volumensétze l
Spezielle Objekte
Typen fir Knoten
Typen fur Linien
Typen fir Stabe
Typen fir Flichen
Typen fir Volumenkrper
Typen fir spezielle Objekte
Imperfektionen
v (] Lastfalle und Kombinationen

1 Lasttalle {
=% Einwirkungen 7\
=% Einwirkungskombinationen
% Lastkombinationen

> w3 Statikanalyse-Einstellungen

2¥ Kombinationsassistenten

| actaccictantan

Abbildung 7-2: Flacheneingabe durch Auswahl der Profilabgrenzungen, Beispiel 1
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Sobald die Flache eingegeben ist, offnet sich die Flacheneinstellung zur Definition der
Flache, wie in Abbildung 7-3 dargestellt. Dort ist es mdglich, eine Dicke zuzuweisen und
den Steifigkeitstypen auszuwahlen. Da hier ein Volumenkérper durch Extrusion erstellt
werden soll, muss der Steifigkeitstyp "ohne Dicke" gewahlt werden. AnschlieRend
werden beide Flachen durch Extrusion zu einem Volumenkoérper vereinigt, siehe
Abbildung 7-4.

2 Neue Fliche u] X
Fliche Nr. Begrenzungslinien Nr.
1
Basis
Steifigkeitstyp Geome! trietyp Steifigkeitstyp ‘Ohne Dicke
Ohne Dicke v E

Dicke mit Material

i I 4
Optionen 4
() Gelenke..

() Lager..

() Freigaben..

Geometrietyp ‘Ebene
([ Netzverdichtung...

(] Lastibertragung aktivieren...

(] Fur die Berechnung deaktivieren

P i kbR oK Abbrechen

\ \\»—\‘
” i | Flache in ] i Eingabe

Flache Nr. 1 bearbeiten
Sprung in Tabelle

Flache Nr. 1 I8schen Entf

& & o

Flache Nr. 1 mit Begrenzungslinien [oschen
Zuordnung
Zuordnung [schen ’

"R Flichensatz erzeugen...

N

Extrudieren » 2 Flache in Volumenkdrper..
=} Fliche in Hille...

Lokales Achsensystem umkehren

¥ o

. . e 143 Fliche in Stabe..
Flache mit schneidenden Linien teilen te] Fliche in Stabe.

S — Manipulation.. L

|
I
I

&

Schwerpunkt und Informationen dber selektierte Objekte.
Lokale Achsensysteme der Fléchen ein/aus
Anzeigeeigenschaften...

Objektselektion erzeugen.

O P

Sichtbarkeit mittels selektierter und zusammengehoriger Objekte
Sichtbarkeit mittels selektierter Objekte
Selektierte Objekte ausblenden

I

Sichtbarkeit mittels Fenster

Abbildung 7-4: Extrusion der Flachen zu einem Volumenkérper, Beispiel 1
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Abbildung 7-4 zeigt die nacheinander extrudierten Tragerhalften, die sich zu einem
vollstandigen HEB 300 Profil zusammensetzen.

Abbildung 7-5: Extrudierte Tragerhalften zu einem gesamten Volumenkdrper, Beispiel 1
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Um die Gabellagerung umzusetzen, werden zunachst Rollenlinienlager an der Ober-
und Unterkante der Flansche platziert. Abbildung 7-6 zeigt die Vorgehensweise mit den
entsprechenden Lagerungsbedingungen.

Lagerbedingungen

Translatorisch Federkonstante Nichtlinearitat

O wx Cux 0000 © » [kN/m2] Ohne v
2w Cuy S [kN/m2) Ohne v
[ 04 Eaz S kN/m2] Ohne T
Rotatorisch Federkonstante

O ox CoX 0.000 . » [kNmrad-1'm-1] Ohne v
O oy CoY 0.000 . » [kNm-rad-1m-1] Ohne v
ez Coz 0000  » [kNmrad-1m-1] Ohne v

- 4 A XX 4 X

Abbildung 7-6: Eingabe der Rollenlager, Beispiel 1
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Die "Gabeln" in dieser Gabellagerung werden durch horizontale Linienlager an den

seitlichen Flanschrandern abgebildet, wie in Abbildung 7-7 dargestellt.

Lagerbedingungen

Translatorisch Federkonstante

O ux Cux 0000 : »
([ % Cuy o
O uz Cuz 0000 : »
Rotatorisch Federkonstante

O ox CoxX 0000 - »
O oy CoyY 0.000 . »
O ¢z Coz 0000 & »

» 4 A XX 4 X

Abbildung 7-7: Eingabe der ,Gabeln®, Beispiel 1

[kN/m2]
[kN/m2]

[kN/m2]

[kNm-rad-1-m-1]
[kNm-rad-1-m-1]

[kNm-rad-1-m-1]

Nichtlinearitat
Ohne
Ohne

Ohne

Ohne
Ohne

Ohne
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Damit sich der Trager an beiden Tragerenden frei verwdlben kann, durfen beide
Flansche nicht in Tragerlangsrichtung festgehalten werden.
Gleichgewicht sicherzustellen, wird an einem Ende des Trégers ein horizontales
Punktlager in Tragerlangsrichtung im Schwerpunkt platziert, am Rand, der zuvor bei der

Flacheneingabe definiert wurde.

Lagerbedingungen

Translatorisch Federkonstante

2 « Cux S kn/m]
O w Cuy 000 & » [kN/m]
O uz Cuz 000 > » [kN/m]
Rotatorisch Federkonstante

O x Cox 0000 : » [kNm/rad]
O ov CoY 0000 - » [kNm/rad]
(J ez CoZ 0000 : » [kNm/rad]

» 4 A XX 4 X

Abbildung 7-8: Horizontale Lagerung in Trégerlédngsrichtung, Beispiel 1

Nichtlinearitat
Ohne

Ohne

Ohne

Nichtlinearitat

Ohne
Ohne

Ohne

Um dennoch ein
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Die Linienlasten werden gemafy Abbildung 7-9 entlang der Ober- und Unterkante des
Flansches eingegeben, um ein resultierendes Torsionsmoment M, = 100 kNm zu
erzeugen, wie bereits in der Modellibersicht dargestelit.

333300

333.300

Abbildung 7-9: Eingabe der Linienlasten, Beispiel 1
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Das Modell ist nun fertiggestellt. Um die Diskretisierung festzulegen, wird die Netzweite
schrittweise reduziert, und die daraus resultierenden Schubspannungen z,,, (horizontale
Schubspannung entlang des Flansches) werden ausgegeben. Ein ausreichend genaues
Ergebnis ist dann gewahrleistet, sobald die Schubspannungen einen annahernd glatten
Verlauf aufweisen. Nach Tabelle 7-1 wurde die Netzweite auf 2 cm festgelegt.

Tabelle 7-1: Festlegung der Diskretisierung durch ausprobieren, Beispiel 1

Netz Diskretisierung Spannungsverlauf t,,,

10 cm

5cm

2 cm
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7.2.3 Verformungsfigur
Vorderansicht (y — z Ebene):

Draufsicht (x — y Ebene):

R&umliche Darstellung:
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7.2.4 Spannungen

Bei der Bestimmung des maligebenden Knotens ist es nicht immer klar, welche Stelle
mit der Handrechnung verglichen werden soll. In der Handrechnung wird ein idealisierter
Spannungsverlauf angenommen, wohingegen der tatsachliche Spannungsverlauf
abweichen kann. Zudem ist es im Gegensatz zur Stabberechnung nicht méglich, die
Spannungskomponenten nach primarer und sekundarer Torsion aufzuteilen, weshalb
hier immer der kombinierte Schubspannungsverlauf angegeben wird.

Tabelle 7-2 zeigt den Vergleich der Schubspannung t,, entlang des Steges. Fur den
Steg verlaufen die Schubspannungen in der Realitdt nicht konstant. Im
Ubergangsbereich  zwischen Steg und Flansch konzentrieren sich die
Schubspannungen auf ein Maximum, das nahe dem Profilschwerpunkt liegt. Die
Handrechnung wird um etwa 10% unterschéatzt.

Tabelle 7-2: Vergleich der Schubspannung ,, bei x = 0 cm, Beispiel 1

Handrechnung

92.665
-

75817

A 077%
= 2 58970

7= 203,9 N/mm 2859

42122

714 %
h 25275
7 = 70,75 N/mm? e 9.46 %
0 - 59.28 %
- 942 %
-25.268
722%
[ 42115
v s e B
N -
-75.810
b -92.658 - 0'13%-
N . 0
T, = 70,75 > Tw =63,1 > — Abweichung: —10,8%
m mm

92658 |-65.257||-59411| |-55.243| |-51.742| |60.752

82516 % 84045 8|

55.003| 47950/ 121850 34
53831 [ |as9s9) a3
$1.805 30820| 43292

\‘ 64645/ | -604
758 36876/ 1 |-364
44945 [ 36727000 341

Es{!ozs 40907 55263 B

54295 || 36 8;9‘ 35

53518045556 |4416]
57 002’36108’ 57.761 B

1 |-751 b4h—83.459- -8256]
l 60764 ! 56 304! 55310| | -53364 l 50 949'92665'

Abbildung 7-10: Ermittlung des FE-Knotens fiir z,, bei x = 0 cm, Beispiel 1
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Tabelle 7-3 zeigt den Vergleich der Schubspannung .., entlang des Flansches. Hier ist

ein klarer Spannungsverlauf zu erkennen, bei dem sich die kritische Stelle eindeutig in
der Mitte des Flansches befindet. Das Ergebnis ist etwa 8% hdoher als in der
Handrechnung angenommen.

Tabelle 7-3: Vergleich der Schubspannung 7,, beix =0cm, Beispiel 1

Handrechnung RFEM 6
I T Tt 220697 - L |
{7 - 030%
4 -' 180578 - oo
77=203,9 N/mm? ‘f 140.459 - sere
B 100341 )
i h 60222 _ s3%
7y =70,75 N/mm? | | Sio4 17.18%
M ) - 262%
i ‘::0: - 1721%
4 -60.1
o777 7:‘\ ——— A - 533%
Vi 7 7 7 o Vi, G Vo | S50 e
o 117 — .
-180.489
b -220.607 - o |
N .
7 = 203,9 > Tr = 2207 > — Abweichung: +8,2%
mm mm

Abbildung 7-11: Ermittlung des FE-Knotens fiir 7, bei x = 0 cm, Beispiel 1
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Tabelle 7-4 zeigt den Vergleich der Normalspannung o,. Die Normalspannung o, weist
hier den klarsten Verlauf auf, mit eindeutigen Nachweisstellen an der Innenseite der
Flansche in Feldmitte bei x = 100 cm. Das Ergebnis liegt leicht Gber den Werten der

Handrechnung.

Tabelle 7-4: Vergleich der Normalspannung o, bei x = 100 cm, Beispiel 1

Handrechnung

RFEM 6

558061

458273

358485

258697

158.909

59.121

-40.667

-140455

240243

-340032

-439.820

-539.608

371%

517%

6.86%

9.59%

4210%

11.16%

731%

5.50 %

402%

257%

— Abweichung: +6,3%

Abbildung 7-12: Ermittlung des FE-Knotens firr o, bei x = 100 cm, Beispiel 1
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7.3 Beispiel 2: Einseitig eingespannter Kragarm

7.3.1 Modell

X

7
>
Z

Modelleingabe:

666.700

666.700

Profil HEB 300,S355
Lange l =2m
Belastung Qy, = +666,7 kN (am oberen linken Flansch)
(x =200 cm) Qy2 = —666,7 kN (am unteren rechten Flansch)

- M, =(666,7kN-0,15m)-2 = 200 kNm
Lagerung

Festlager entlang der Profilumrandung — siehe Eingabe

(x =0cm)

Berechnungseinstellung:

Theorie

I. Ordnung

Netzweite

L = 0,02 m (Volumenelemente)
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7.3.2 Eingabe

Die Eingabe erfolgt ahnlich wie in Beispiel 1. Dieses Mal ist es nicht erforderlich, einen
Rand zu definieren, um die Querschnittsflache in mehrere Teilabschnitte zu unterteilen.
Abbildung 7-13 zeigt die extrudierte Querschnittsflache.

Abbildung 7-13: Extrusion der Flache zu einem Volumenkdorper, Beispiel 2
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In Abbildung 7-14 wird die Wélbeinspannung realisiert, indem Linienfestlager entlang der
Profilumrandung eingesetzt werden, die einem Flachenlager entsprechen. Dadurch wird
sichergestellt, dass sich der Querschnitt im Einspannbereich nicht verwdlben kann. Das
Einzeltorsionsmoment von M; = 200 kNm wird durch zwei Einzellasten erzeugt, die
horizontal entgegengesetzt an den Flanschrandern angebracht werden, wie bereits in
der Modellubersicht dargestellt wurde. Die Netzweite wird ebenfalls wie in Beispiel 1 auf
2 cm festgelegt.

Lagerbedingungen

Translatorisch Federkonstante Nichtlinearitat

ux Cu,X Ohne v
uy Ohne v
uz Cuz [kN/m2] Ohne v
Rotatorisch Federkonstante

(O ox CoX 0000 - » [kNmrad-1'm-1] Ohne v
(J ov Coy 0000 > » [kNmrad-1m-1] Ohne v
(J ez Coz 0000 - » [kNmrad-1m-1] Ohne v

- 5 A X X o X

Abbildung 7-14: Abgeschlossenes Volumenmodell, Beispiel 2
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7.3.3 Verformungsfigur
Vorderansicht (y — z Ebene):

//// \\\
< N\
T
A .
AN P
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7.3.4 Spannungen

Aus der Handrechnung sowie der Stabberechnung ist bereits klar, dass sowohl der
Einspannbereich als auch die Kragarmspitze untersucht werden missen. Zunachst wird
die Kragarmspitze bei x = 200 cm betrachtet. Da keine Wélbbehinderung auftritt, sind
somit keine Normalspannungen o, zu erwarten.

Tabelle 7-5 zeigt den Schubspannungsvergleich 7,., entlang des Steges. Deutlich wird,
dass sich aufgrund der angebrachten Einzellasten Spannungsspitzen bilden. Dies
resultiert in einer deutlich héheren Schubspannung, die sich im Profilschwerpunkt
konzentriert.

Tabelle 7-5: Vergleich der Schubspannung 7., bei x = 200 cm, Beispiel 2

Handrechnung RFEM 6
[ -, L 77 7 L7 4
AT ¥ A H AV A7)
I 3409320 -
| i ® 700000 - h
7= 1071 N/mm? —_' S - A32%
[ ) 387%
§ 388889
M h 233333 o
Ty = 567,1 N/mm?2 6.94%
[ 77778
- 55.18%
_-' -77.778 - —
-233333 r :
1 K -388.889 B
777 = 7 ] S - 387%
| VD, 7 7 ) | L X 7V F 7] i IIII e
b -3409320 e -

Tw

— Abweichung: +146%

279323| |-265.902| -249565  |-232369| (-220.681 231579| |1240.081

1692.248

o 0 o
mm

11845 386

i
11184314

i
1896108

il
1467466

535.696 4861?6 422589
e ? ¢

137.133| |-72.234 8.011

Abbildung 7-15: Ermittlung des FE-Knotens fir 7,, bei x = 200 cm, Beispiel 2
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Tabelle 7-6 zeigt den Schubspannungsvergleich z,, entlang des Flansches. Durch die
angebrachten Einzellasten entstehen Spannungsspitzen, die dazu fiihren, dass an den
Flanschseitenréandern die héchste Schubspannung auftritt und signifikant von der
Handrechnung abweicht. Bei Betrachtung der Kragarmspitze in Richtung Feldmitte wird
deutlich, dass sich der erwartete Schubspannungsverlauf ,.,, gemaR der Handrechnung
in der Flanschmitte einstellt.

Tabelle 7-6: Vergleich der Schubspannung 7,, beix = 200 cm, Beispiel 2

Handrechnung RFEM 6
r 7 AT AR T 7
I[—,'I_/] YAV AV A7) 00220 i
il ® 1200000 - e
7=1071 NImm? [T} a3333 - 345%
Hl ’ - 1294%
(&l h 666.667 | l Jibe
7y, = 567,1 N/mm? | |1 | 00000 801%
s
5zl Vo - 801%
7'/\\ ssser - 1006 %
P77V /777771 v - 1294%
AT o E s
@ -1200.000
-—-—J’/I/ -6390220 - ore% L]
b
N .
7, = 1071 5 Tr =6390 5 — Abweichung: +597%
mm mm

e
| ssacee)

| 563.624| 94661

= ‘x. —521.755‘

Abbildung 7-16: Ermittlung des FE-Knotens fiir 7, bei x = 200 cm, Beispiel 2
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Nun wird der Einspannbereich bei x = 0cm betrachtet. Tabelle 7-7 zeigt den
Schubspannungsvergleich 7,, entlang des Steges. Da aus der Stabberechnung bereits
klar ist, dass keine primare Torsion My, auftritt, sind die Schubspannungen 7,, entlang
des Steges annahernd 7, = 0.

Tabelle 7-7: Vergleich der Schubspannung t,, bei x = 0 cm, Beispiel 2

Handrechnung RFEM 6
3409320 -
13.06 %
1,=187,3 cm* 300,000
241%
233333 &
| 233%
h 166,667 -
100.000
33333 - s
33333 - foaes
100000 ol
330%
a7 | 166,667 o
-233333
7, = 187,3 cm* _3‘09:320 13.06% -
b
N N
T, = 5 Tw =0 > — Abweichung: = 0%
mm mm

3371618 |1426.271 450085 7.124 -1098478 -3371.61

65.263 1 9|

52291 |8|
32281 77

37162 |-81

51414, -92

55386/ | 79570| | 109517 |

75.773 | -146.607 |1 -197.822 | -23

869 463.983| 1485812 0340031)

. ’ 7.124. 109&478- 337167

Abbildung 7-17: Ermittlung des FE-Knotens fir z,, bei x = 0 cm, Beispiel 2
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Tabelle 7-8 zeigt den Schubspannungsvergleich 7, entlang des Flansches. Es bilden
sich wiederum Spannungsspitzen an den Seitenrandern des Flansches, wo gemaR der
Handrechnung keine Schubspannung zu erwarten ist.
hochsignifikanten Uberschreitung im Vergleich zur Handrechnung. In der Flanschmitte

hingegen sind die Schubspannungen t,,, deutlich kleiner als erwartet.

Tabelle 7-8: Vergleich der Schubspannung ,, bei x = 0 cm, Beispiel 2

Dies fuhrt zu einer

Handrechnung

RFEM 6

7, = 187,3 cm*

1, =187,3 cm?

b

6390220

6390.220
3041%
300.000
218%
233333

178%
166.667
I 189%

100000
2.60%
33333
2227%
-33333
260%
-100.000
1.89%
-166.667
178%
-233333
218%
-300.000

3041%

=187,3 N
ir = 2 m2

— Abweichung: +681%

876117 396.287

Abbildung 7-18: Ermittlung des FE-Knotens fiir 7, bei x = 0 cm, Beispiel 2

112210
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AbschlieRend werden die Normalspannungen g, in Tabelle 7-9 verglichen. Der
Spannungsverlauf g, entspricht weitgehend den Erwartungen. Dennoch zeigen sich an
den Ecken der Flansche deutlich h6here Normalspannungen o, im Vergleich zur
Handrechnung.

Tabelle 7-9: Vergleich der Normalspannung o, bei x = 0 cm, Beispiel 2

Handrechnung RFEM 6

5417570

001%
4425100
009%
3432640
141%
2440170
565%
1447.710
1670%
455242

g
&
®

-537.223
1527%
-1529.690
518%
2522150
119%
-3514.620
007%

-4507.080

001%
5499550

0, =5418

— Abweichung: +67%

2
0.000 m - g

. -2589.022

m
]

§ 1526420

Abbildung 7-19: Ermittlung des FE-Knotens flr o, bei x = 0 cm, Beispiel 2
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8 Diskussion

8.1 Stabwerksprogramm RSTAB 9

Aus dem Vergleich zwischen dem Stabwerksprogramm RSTAB 9 und der
Handrechnung wird deutlich, dass die Ergebnisse nahezu identisch sind. Ein klarer
Vorteil liegt darin, dass RSTAB 9 die Querschnittsgrofien wie Einheitsverwdlbung w,
Woélbflache S, und Torsionssteifigkeiten I, und I direkt anzeigen kann, siehe Tabelle
6-1. Der einzige Unterschied zeigt sich darin, dass das in RSTAB 9 berechnete
Torsionsflaichenmomente 2. Grades I, fir das HEB 300 Profil etwas niedriger ausfallt
als in der Handrechnung, da RSTAB 9 die Radien genauer bericksichtigt. Die
Wolbsteifigkeit 1, wird sowohl in RSTAB 9 als auch in Tabellenwerken
héchstwahrscheinlich nach dem selben Verfahren wie in der Handrechnung berechnet,
da die GroéRen identisch sind. Dies lasst darauf schliellen, dass die Radien bei der
Berechnung der Wolbsteifigkeit 1, unberticksichtigt bleiben.

In RSTAB 9 kénnen neben den gesuchten Wolbkrafttorsionsschnittgroen My, My,, My
und M, auch die Spannungen in jede einzelne Komponente aufgeteilt und ausgegeben
werden, siehe Abbildung 6-5. Dadurch lassen sich primare und sekundare Spannungen
klar unterscheiden. Mit den definierten Spannungspunkten fir normierte Querschnitte
innerhalb der Querschnittsbibliothek kdnnen Spannungen an beliebigen Stellen im
Querschnitt berechnet werden, siehe Abbildung 6-4. Sobald eigene Querschnitte
eingegeben werden, ist jedoch keine Wolbkrafttorsionsberechnung mehr moglich.
Spezielle Randbedingungen wie bei der Wélbeinspannung in Beispiel 2 kénnen durch
Umwege wie die Eingabe von Steifen sauber modelliert werden, siehe Abbildung 6-8.

Die Wolbkrafttorsionsberechnung erfolgt in RSTAB 9 lokal fiir jeden Stab und kann daher
fur bestimmte Stabe aktiviert oder deaktiviert werden, siehe Abbildung 6-2. Die im
Hintergrund ablaufenden Berechnungen in RSTAB 9 konnten wahrend der Bearbeitung
nicht eingesehen werden, weshalb die genauen Rechenvorgange nicht nachvollzogen
werden konnten. Im Handbuch von RSTAB 9 zur Wélbkrafttorsion wird jedoch darauf
hingewiesen, dass die lokal berechnete Stabverwdlbung in die Gesamtsteifigkeit des
Systems einflie3t [Quelle: Onlinehandbuch zu RSTAB 9].
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8.2 Finite-Elemente-Methode RFEM 6

Der Vergleich mithilfe der Finite-Elemente-Methode stellt eine duf3erst umfangreiche
Aufgabe dar. Die Ergebnisse und der Rechenaufwand variieren stark je nach
Diskretisierung und den eingegebenen Lagerbedingungen. Bei der Anbringung eines
Torsionsmoments stellt sich die Frage, wie die Krafte angeordnet werden mussen. Die
Verformungsfigur ermdglicht eine anschauliche Visualisierung der Verwdlbung, was die
Plausibilitat der Eingabe erleichtert und zum Verstandnis der Wolbkrafttorsion beitragt.

SchnittgréfRen kénnen durch Integration der Spannungen ermittelt werden, in diesem
Fall wurde jedoch darauf verzichtet, da eine Aufteilung der Torsionsschnittgréien in My,
My, und M, zum aktuellen Stand der Bearbeitung nicht méglich war. Dieses Thema
musste gesondert betrachtet werden. Daher wurden hier nur die Spannungen
verglichen. Diese setzen sich aus primaren und sekundaren Spannungen zusammen,
weshalb sie nicht mehr in einzelne Komponenten aufgeteilt werden kdnnen. Die
Normalspannungen bestehen ausschliel3lich aus der sekundaren Normalspannung o,,
was einen guten Vergleich ermdglicht.

In Beispiel 1 des gabelgelagerten Tragers sind die Spannungen um etwa 10% héher als
in der Handrechnung, was auf die ungleiche Spannungsverteilung zuriickzufiihren ist.
Die héchsten Spannungen treten daher an den Profilrandern auf, anstatt wie in der
Handrechnung an der Profilmittellinie angenommen.

In Beispiel 2 ist es erforderlich, die Wélbeinspannung durch ein idealisiertes
Flachenlager zu realisieren. Dies fihrt zu Spannungsspitzen im Einspannbereich, die zu
einer deutlichen Uberschreitung der erwarteten Spannungen und einer Verfalschung der
Ergebnisse flihren. Die Aufbringung des Einzelmoments durch Einzellasten fihrt
ebenfalls zu Singularitdten an der Kragarmspitze, wodurch der Spannungsverlauf im
Querschnitt an der Kragarmspitze unbrauchbar wird. Fir dieses Beispiel ist es unbedingt
erforderlich, ein optimiertes Modell zu erstellen, das diese Nachteile beseitigt.

Der Vorteil gegeniiber dem Stabwerksprogramm liegt eindeutig in der Flexibilitdt der
Eingabe und den umfassenden Einsatzmoéglichkeiten. In der Realitat kdnnen statische
Systeme nicht immer durch idealisierte und genormte Standardfalle abgebildet werden.
Das Abbilden einer Einspannung oder Gabellagerung umfasst komplexe
Randbedingungen, die durch Volumenmodelle berticksichtigt werden kénnen.
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9 Fazit und Ausblick

Das Thema der Wolbkrafttorsion ist aufderst umfangreich und komplex. Bereits in der
Balkentheorie und der St. Venantschen Torsionstheorie hangen die Grundformeln stark
vom betrachteten System ab. Aufgrund der signifikanten Auswirkungen der
Woélbkrafttorsion auf Stahlbauprofile ist die Betrachtung der dinnwandigen Theorie
besonders relevant flr die praktische Anwendung. Daher hat sich die Forschung
insbesondere auf dinnwandige offene und geschlossene Querschnitte fokussiert,
wodurch dieser Bereich bereits gut erforscht ist. Gerade fur dlinnwandige Querschnitte
lasst sich die Wolbkrafttorsion anschaulich beschreiben, einfach interpretieren und fir
plausibilitatsbasierte Handrechnungen leicht integrieren.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde sich ausschlieBlich auf HEB-Profile konzentriert.
Weiterfuhrend kann die Untersuchung auf weitere I-Profile oder rechteckige Rohrprofile
ausgeweitet werden. Besonders interessant ist die Untersuchung von mehrzelligen
Kastenquerschnitten fur praktische Anwendungen wie Briickenquerschnitte.

Die Bemessung selbst wurde in dieser Arbeit nicht behandelt, obwohl ihre Bedeutung
unbestritten ist. Es macht einen erheblichen Unterschied, ob ausschlie3lich der primare
Torsionsanteil My = My, berlcksichtigt wird. Es wurde gezeigt, dass ein hoher
sekundarer Torsionsanteil M;, aufgrund der Wolbsteifigkeit I,, nur einen geringen
Beitrag zu den Spannungen im Vergleich zur primaren Torsion M, leistet.

Die Integration der Wolbkrafttorsion in kommerzieller Software zeigt eine positive
Entwicklung, insbesondere bei Stabprogrammen durch Add-Ons. Die Ergebnisse sind
stets zuverlassig im Vergleich zur Handrechnung. In der Finite-Elemente-Methode
lassen sich durch Volumenelemente die verdrilten Trager wund ihre
Querschnittsverwdlbungen anschaulich darstellen. Um jedoch hinreichend genaue
Ergebnisse zu erzielen, ist es erforderlich, die gegebenen Randbedingungen sorgfaltig
zu bericksichtigen. Besonders beim Aufbringen von Lasten kénnen Singularitaten
auftreten und die Spannungsverlaufe verfalschen, was den Modellierungsaufwand
erhoht. Fur besonders prazise Ergebnisse bei dinnwandigen Querschnitten ist eine
feine Netzeinteilung erforderlich, was den Rechenaufwand zusatzlich erhéht.

Das in der Einleitung verwendete Zitat von Leonardo Da Vinci fasst diese Arbeit treffend
zusammen: Fur die Anwendung der Wolbkrafttorsion ist es unerlasslich, den
theoretischen Hintergrund ausreichend zu verstehen, um wahrend der
Projektbearbeitung keinen ,Schifforuch® zu erleiden.
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