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RESUMO

Atualmente existem inUmeros programas de computador que realizam célculos para
problemas de engenharia, mas a sua maioria mostra somente os resultados finais e
nao os procedimentos até se chegar neles. Tendo em vista tal problematica, elaborou-
se um modulo nas linguagens web (HTML/JavaScript) que permite a analise estrutural
de lajes simplesmente apoiadas pelo método de Navier. O diferencial do médulo, em
relacdo a outros softwares, é a exibicdo de todos os procedimentos de célculos em
relatorios gerados dinamicamente no formato PDF (portable document format). Tal
modulo foi implementado em um software web ja existente que permitia somente o
desenho de lajes, chamado IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), criado pelo grupo de
pesquisa NEVE, do IFSP campus Votuporanga. O médulo aqui apresentado se mostra
eficaz na criacdo dos diagramas de deslocamento e esfor¢os, evidenciando que os
resultados das funcdes de Navier séo satisfatorios, e elabora um relatorio que podera

ser utilizado como material de apoio a estudantes, professores e profissionais.

Palavras-chave: Programa para analise de lajes. Exibicdo dos procedimentos de

calculos. Navier para analise de lajes. Andlise estrutural de lajes.



ABSTRACT

There are numerous softwares that perform calculations for engineering problems, but
most of them only show the final results and not the procedures until they are reached.
In view of this problem, a module was developed in web languages (HTML/JavaScript)
that allows the structural analysis of slabs simply supported by the Navier method. The
module's differential, in relation to other software, is the display of all calculation
procedures in dynamically generated reports in PDF (portable document format). This
module was implemented in an existing web software that only allowed the design of
slabs, called IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), created by the research group NEVE,
from the IFSP campus Votuporanga. The module presented here proves to be effective
in creating displacement and effort diagrams, showing that the results of Navier's
functions are satisfactory, and prepares a report that can be used as support material

for students, professors and professionals.

Keywords: Slab analysis software. Display of evaluation procedures. Navier for slab

analysis. Structural analysis of slabs.
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1 INTRODUCAO

Com o avanco tecnoldgico, surge a possibilidade de se utilizar métodos
de calculos matematicos que antes eram considerados trabalhosos, tendo em
vista as suas complexidades e a necessidade de varias interacfes para se
alcancar valores satisfatorios, viaveis agora pelo uso do computador. No ambito
da Engenharia Civil, cita-se a necessidade de calculos em problemas variados,
desde dimensionamentos de estruturas até projetos hidraulicos e elétricos. Entre
as estruturas, estdo as lajes, elementos bidimensionais utilizados como
cobertura ou piso nas edificacdes.

Nesse ambito de célculo, existem inUmeros programas de computador,
entretanto, a maioria ndo apresenta a resolucédo e o método utilizado, de modo
gue eles mostram somente os resultados finais ou alguns passos. Dessa forma,
o grupo de pesquisa NEVE (Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental) do
IFSP campus Votuporanga, cadastrado no CNPq, tem desenvolvido programas
que nao s6 fazem célculos, mas que exibem o método utilizado na resolucao e
demonstram todo o procedimento realizado em relatérios gerados no formato
PDF que podem auxiliar professores e alunos.

Dentro das propostas do citado grupo de pesquisa, Silva e Nirschl (2020)
e Fernandes e Nirschl (2020) criaram um software chamado IFESTRUT-LAJES
(NEV, 2020), o qual permite desenhar lajes. Tal software foi construido com o
objetivo de servir como uma base grafica para que futuros mddulos
implementassem célculos para andlise estrutural de lajes.

Assim, por meio das linguagens de programacéo web (HTML/JavaScript),
apresenta-se aqui a criagdo de um moédulo de analise estrutural de lajes pelo
meétodo de Navier para o ambiente grafico IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020).

O trabalho é delimitado em lajes retangulares simplesmente apoiadas
Sujeitas a trés categorias de cargas: distribuida em toda a laje, numa regiao

retangular ou concentrada.

1.1 OBJETIVOS

Desenvolver um modulo de programa que calcule deslocamentos e

esforgos, pela solucdo de Navier, de lajes retangulares simplesmente apoiadas
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nos quatro bordos sujeitas a carga distribuida em toda a laje, distribuida numa
regido retangular ou concentrada.
Dentre os objetivos especificos, citam-se:
e Implementar computacionalmente as funcdes, deduzidas pelo
método de Navier.
e Criar um algoritmo para a plotagem dos diagramas das funcdes de
deslocamentos e esforcos.
e Viabilizar computacionalmente um relatério no formato PDF
(portable document format), contendo a explicacdo do método de
Navier e os procedimentos de calculos.
e Disponibilizar o médulo de programa na web para que professores,
alunos e profissionais possam utiliza-lo como material de estudo e

aplicacao.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com avanco tecnoldgico, as paginas de internet tém sido muito utilizadas
para aprender ou se aprofundar em novos conhecimentos. Nesse sentido, o
ma&dulo implementado no IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), permite a geragao de
um relatério com os passos de resolucdo, pelo método de Navier, de lajes
simplesmente apoiadas nas quatro extremidades sujeitas a carga distribuida em
toda a laje, distribuida em uma regido retangular e concentrada (além de suas
superposicdes). Tendo em vista tais funcionalidades, o médulo podera ser
utilizado por alunos como material de estudo, por professores como elemento
auxiliador na metodologia de ensino e por profissionais como método pratico de

analise estrutural.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresenta-se a fundamentacdo tedrica do trabalho,
destacando-se conceitos necessarios para a sua compreensdo. Também sao

expostos, de forma concisa, outros softwares que realizam célculos de lajes.

2.1 TEORIA DE KIRCHHOFF APLICADA AS LAJES

Laje é um elemento estrutural de cobertura ou piso de uma edificacao (ver
Figura 1), destinada a suportar cargas verticais (normais ao seu plano) que sao
transmitidas por meio de seus apoios. Alguns exemplos de cargas que as lajes
de coberturas podem estar sujeitas séo: o peso do telhado, da caixa d’agua e da
casa de maquina do elevador (CAMACHO, 2004).

Figura 1 — Lajes de uma edificacéo.

{

Fonte: Adaptado de Habitissimo (2077?).

Observa-se (Figura 1) que a laje tem duas dimensdes (comprimento e
largura) muito maiores do que a terceira (espessura), por isso € considerada

como elemento bidimensional. Ela também pode ser chamada de placa por
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receber cargas perpendiculares ao plano (sejam distribuidas, pontuais, lineares

etc.), resultando na flexdo, conforme a Figura 2 (BASTOS, 2021).

Figura 2 — Esquema de uma placa.

Carregamento
perpendicular

Laje

Espessura

Largura

Fonte: O préprio autor (2022).

Uma laje pode ter varios tipos de apoio, entre eles apoios fixos em suas
quatro extremidades, como as vigas de borda que aparecem na Figura 1.

De acordo com Szilard (2004), é dificil matematicamente encontrar
solucdes exatas rigorosas para lajes sujeitas a carga perpendiculares ao seu
plano, uma vez que seria necessaria a resolucdo de equacgbes diferenciais
elasticas tridimensionais. Entretanto, Szilard (2004) ressalta que a Teoria de
Kirchhoff apresenta bons resultados, na maior parte dos casos, sem a
necessidade de completa andlise tridimensional. Para isso, a Teoria de Kirchhoff
estabelece algumas hipéteses:

e Material da placa € homogéneo, isotrépico e obedece a lei de
Hooke (material elastico-linear);

e Os deslocamentos transversais (w) sdo pequenos comparados
com a espessura (t) da placa;

e As tensfes na direcao transversal (g,) sdo despreziveis;

e A secdo plana e perpendicular & superficie média, permanece
plana e perpendicular a superficie média apés a flexao;

e A dimensao da espessura é pequena comparada com as outras
dimensoes (placa delgada).

Ventsel e Krauthammer (2001) explicam que, para a placa ser classificada

como delgada, € necessario que a relacdo b/t (menor dimenséo da placa sobre
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espessura) esteja no intervalo de 10 a 80. Tal grupo de placas finas pode ainda
ser separado de acordo com a relagdo w/t (deslocamento da placa sobre

espessura):

e Se %S 0,2 é chamada de placa fina rigida, de modo que as

deformacdes no plano médio podem ser desprezadas;

e Se % > 0,3 é chamada de placa flexivel, onde as deflexdes laterais

e as deformacdes no plano médio devem ser consideradas.
2.2 RELACOES DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Com as hipoteses de Kirchhoff, é possivel determinar as relacdes
fundamentais da teoria da elasticidade aplicada as placas delgadas. Considera-
se, de inicio, uma laje sujeita a uma carga normal qualquer p(x,y) com dois

planos de corte S1 e S2 (Figura 3).

Figura 3 — Planos de corte S1 e S2em uma laje.

=

y(v)

Sy Superficie neutra

z(w)

Fonte: Adaptado de Soares (2004).

A partir destes cortes, serdo deduzidas equacdes para a determinacéo
dos deslocamentos, deformacdes, tensoes e esforcos na laje, utilizados para seu
dimensionamento estrutural. O equacionamento geral é apresentado, por
exemplo, em Dias (2019), e esta descrito nos itens a seguir, complementados

com outras bibliografias.

2.2.1 Deslocamentos
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Pela Figura 4, a qual representa o corte Si1 da Figura 3, é possivel notar
gue uma sec¢ao qualquer m-n, apds o carregamento, continua ortogonal ao plano
meédio (neutro), conforme a hipétese de Kirchhoff. Além disso, m-n sofre rotacéo
e, por consequéncia, um ponto qualquer P disposto sobre ela a uma distancia z
do plano médio sofre um deslocamento u no sentido oposto do eixo x (0 que o

transforma no ponto P’).

Figura 4 — Secéo S; antes e depois do carregamento.
Antes do
carregamento

Depois do
carregamento

Fonte: Adaptado de Soares (2004).

E possivel notar, na Figura 4, que a rotacdo « sofrida pela secdo m-n é

igual a ‘;—';’. Sendo a tangente do angulo a escrita conforme (1).

tga = — (1)

Para angulos muito pequenos, pode-se admitir a igualdade (2) (hipbtese

de Kirchhoff de pequenos deslocamentos).

tga = «a (2)

Com isso, chega-se a (3).
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u_aw

= 3
z 0x @)
Por fim, tem-se que o deslocamento u (4).
ow
=—z— 4
u= -z (4)

Por analogia, por meio do corte Sz, conquista-se o deslocamento na

direcéo de y (5).

ow
—Z—— (5)

v

2.2.2 Deformacdes

Sabendo que a deformacéo € a relacdo entre o alongamento (u,v) € 0

comprimento inicial, ttm-se as relagdes infinitesimais da deformagéao linear na

direcdo x (6) e na diregéo y (7).

ou

Ex = a (6)
dv

&y = @ (7)

Substituindo (4) e (5) em (6) e (7), respectivamente, sdo obtidas as
relacdes infinitesimais das deformacdes (8) e (9) em relacdo ao w (deslocamento

transversal).

ow?

& = ~Z—— (8)
ow?

Sy = —Z% (9)

A deformacéo por corte (y,,), também chamada de angulo de distorgéo

na secao da placa, € advinda das tensdes tangenciais (ver Figura 6). Com isso,
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na Figura 5, observa-se que a proje¢cédo (x-y) de um elemento infinitesimal de
placa (Figura 6), tem suas faces rotacionadas devido as tensdes tangenciais.
Assim, nota-se que a face AB sofre uma rotagao y,, transformando-a em A'B’.
Por analogia, a face AC sofre uma rotacdo y,, transformando-a em A'C’
(ARAUJO, 2010).

Figura 5 — Deformacdes de um elemento no plano x-y.
y A

u+u'ydy,
—n

v+v'ydy

dy

Fonte: Adaptado de Araujo (2010)
O comprimento da projecao em x (dx") de A’'B’, é obtido por (10).
dx'" = (1 +u'x)dx (10)

Com isso, consegue-se outra equacao para deformacao linear na direcao
x (11).

_dx'—dx (11)
T Ty
Substituindo (6) e (10) em (11), consegue-se u'x (12).
. du (12)
ux= ax

Por analogia v'x e u'y séo, respectivamente, (13) e (14).
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, _617 13
vx—ax (13)
, _au

De acordo com Araljo (2010), a deformagéo por corte y,, sera igual a

distorcdo do elemento (15).
Yoy =V1ty2=v'x+uly (15)
Com a substituicdo de (13) e (14) em (15) , tem-se (16).

_ 6v+6u 16

Aplicando (4) e (5) em (16) chega-se a (17).

ow?

z dxady

Yoy =

(17)

Como a hipétese de Kirchhoff cita que oz =0, ndo ha deformacbes

verticais, como observado em (18) e (19) e (20).

d
€, = W _o (18)
0z
ow Jdu
— 4 19
V.X'Z ax + aZ 0 ( )
S 20
yyZ - ay aZ - ( )

2.2.3 Tensodes

A Lei de Hooke mostrada, por exemplo, em Soares (2004), define as
relacdes entre deformacgdes e tensGes aqui necessarias pelas equacdes (21),
(22) e (23).

—_Evz (ex tvey) (21)

O'x=1
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—_Evz - (vex + &) (22)

O'y=1

E
Ty Sy (1 =V)¥xy (23)
Sendo G o0 modulo de elasticidade transversal (24) e v o coeficiente de

Poisson do material da laje.

E

¢ =3am

(24)

Substituindo as deformacdes (8), (9) e (17) em (21), (22) e (23), chegam-

se as tensdes normais (25), (26) e tangencial (27) em funcédo do deslocamento

transversal.
_ E-z ow? N ow? -
XTI v g Y 92y (25)
E ow? ow?
oy =1z |V\"%252 ) 2 37y (26)
E-z 0w?

= (27)

Superficie
média

Fonte: Adaptado de Szilard (2004).
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2.2.4 Esforgos

Szilard (2004) explica que as componentes das tensdes normais o, € o,
sdo associadas a momentos fletores ao longo da espessura da placa, de modo
se faz a integracdo desses componentes multiplicados pelo braco de alavanca

na direcédo x (28) e na direcéo y (29).

t/2
M, = f 0,zdz (28)
—t/2
t/2
M, = f 0yzdz (29)
~t/2

De acordo com Szilard (2004), analogamente se calculam os momentos

torsores pela integragao de t,,, (27), € 7,,. Como 7,, = 1,, chega-se a (30).

t/2

My, = M, = f TyyZdz (30)
~t/2

Os esforgos cortantes podem ser encontrados pelo equilibrio de esfor¢os

em um elemento infinitesimal de placa (Figura 7).

Figura 7 — Equilibrio de forcas em um elemento infinitesimal de laje.

Fonte: Adaptado de Soares (2004).
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Fazendo o equilibrio das forcas verticais ). F, = 0, tem-se (31). Convém

lembrar que o sentido positivo do eixo z foi adotado para baixo, dessa forma, as

cargas que tém esse sentido também serao positivas.

9 d
(Qx + 6Qxx dx) cdy —Q, -dy + <Qy + %dy) ~dx — Q- dx +p(x,y)dxdy =0  (31)

Apos simplificacdo matematica, consegue-se (32).

an aQy _
ax +W+p(x,y) =0 (32)

Analogicamente, Dias (2019) mostra que o equilibrio de momentos em
torno do eixo y, ¥ M,, = 0, pode ser simplificado a (33), bem como o equilibrio de

momentos em torno do eixo x, > M,, = 0, leva a (34).

oM, OM,,
oM, M,

=—— 34

Yo ox ox (34)

Desse modo, com as Teorias da Elasticidade e de Kirchhoff, conquista-se
por meio de (28), (29) e (30), respectivamente, os momentos fletores na direcéo
X (35), na direcdo y (36) e 0 momento torsor (37). Com a substituicdo de (35),
(36) e (37) em (33) e (34), conseguem-se as forcas de cisalhamento transversais
(38) e (39) (SZILARD, 2004).

m, = _p|2¥ ., 3] 35

x - _axz vayz_ ( )

m, = —p|2¥ 2] 36

y - _ayz Vaxz_ (36)

M,, = —D(1 i 37
d [0%°w 9%w]

(38)

= D—|— 4 —
Cx ox|ax2 dy? |
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_ 0 [0%w N 0w 39
Oy = dy|ox?z = ayz2 (39)
Em que D é arigidez a flexdo da placa, descrita em (40).
Et3
- 40
b 12(1 — v?) (40)

Dessa maneira, percebe-se que, com a funcdo do deslocamento, €&
possivel obter as fun¢des dos esfor¢os internos necessérias diretamente no
dimensionamento estrutural das lajes.

Para se explicitar a funcdo deslocamento, pode-se recorrer a resolucéo

da equacao de Lagrange, deduzida a seguir.
2.2 EQUACAO DE LAGRANGE

A partir de (32), advinda do equilibrio de esforcos de um elemento

infinitesimal de placa (Figura 7), se desenvolve a Equacao de Lagrange. Dessa

0Qy

L. 2 . ~
forma, se faz necessario encontrar % (derivada de Q, em relacdo a x) e By

(derivada de @, em relagéo a y).

Derivando Q, (38) em relacdo a x, chega-se a (41).

0Q, 0 d [0%w N ’w]| _ b 0*w N o*w a1
ax  Ox ox |axz TV ay?|| dx* = 0x?%0y? (41)

Derivando @, (38) em relagado a y, chega-se a (42).
9Q, 0 2 [0*w N 0w - 0*w N o*w 42
dy oy dy | 0x? v ay?|| d0x2dy? oy* (42)

Aplicando (41) e (42) em (32), chega a (43).

p|iw, Ow | | 2w 0w, =0 43
dx* = 0x%0y? dx2dy? = oy* p(x.y) = (43)
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Reagrupando, obtém-se, finalmente, a equacédo diferencial da placa

(Equacéo de Lagrange) (44).

0w o'w  9*w _ p(x,v)

44
dx* 2 0x20y? * ay* D (44)

A Equacado de Lagrange é uma equacao diferencial que, segundo Dias
(2019, p. 11): “descreve o comportamento fisico de uma placa”, desde que se

tenham as condi¢cdes de contorno pré-estabelecidas.
2.3 METODO DE NAVIER

O Método de Navier se trata de uma solucao analitica para a Equacéo de
Lagrange e, portanto, para a obtencdo da equacdo dos deslocamentos
transversais (w) da laje. Tal método, também chamado de solucdo forgada,
transforma a equacdao diferencial em uma equacéo algébrica de modo a facilitar
0 processo de solucao.

Para obter uma solucdo da Equacdo de Lagrange, (44), € necessario
definir as condi¢cdes de contorno, que no caso de uma laje simplesmente apoiada
sdao dadas em (45) (deslocamentos e momentos fletores nulos nas

extremidades).

w(0,y) =0 M,(0,y) =0
w(x,0) =0 M (a,y) =0 45
w(a,y) =0 M, (x,0) =0 (45)
w(x,b) =0 M, (x,b) =0

Navier, em 1820, apresenta a equacao (46), conforme Timoshenko (1953,
p. 121), como possivel solucdo para a deflexdo de placas retangulares
simplesmente apoiadas nos bordos e, similarmente, a equagao (47) para a

funcdo de uma carga genérica sobre a laje.

1 v mmx nmy
w(x,y) = p—y Z Z Wpn * SEN m senT (46)
n=1

m=1
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1 v v mmnx nmy
p(x,y) = e Z z Pmn * S€N senT 47

m=1n=1

Nota-se que as funcdes (46) e (47) sdo séries duplas trigonométricas e
obedecem as condi¢Bes de contorno, de modo que os senos sdo nulos quando
x ou y assumem o valor O ou, respectivamente, o valor a (dimensdo da laje
paralela a x) e o valor b (dimenséo da laje paralela a'y) (SZILARD, 2004).

Substituindo (46) e (47) na Equacao de Lagrange, (44), consegue-se (48).

pmn

wo (@) + ()] “

Wmn

Desse modo, substituindo (48) em (46), obtemos a funcdo de
deslocamento transversal genérica para lajes retangulares simplesmente

apoiadas, (49).

nmy
1 pmsen 2 sen 5
w(x,y) = p—y Z (49)

=y +<b>T

Onde p,,, €, conforme Szilard (2004), um coeficiente de expansdo da

carga em série dupla de Fourier, dado por (50).

f f mmx nnyd J (50)
Pmn = p(x,y) sen " sen 5 xdy

A fim de se obter a funcédo do deslocamento de uma a laje simplesmente
apoiada sujeita a uma carga distribuida uniformemente sobre toda laje, Szilard
(2004), determina, para o caso de carga uniformemente distribuida sobre toda a

laje, a expansado da carga em seérie dupla de Fourier e chega a equacéao (51).

_ 164,

m2mn

(51)
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Com a substituicao de (51) em (49), chega-se na funcao do deslocamento
transversal de uma placa simplesmente apoiada sujeita a uma carga distribuida

uniformemente sobre toda laje (52).

mmx nmy

16q, ™ sen—=sen—=
W(XJ’) = T[6D Z z m 2 n 2712 (52)
meinsimn [(E) +(B)]

Conforme Szilard (2004), para a funcdo do deslocamento (52) e dos

esforcos (60), (61), (62), (63) e (64), devido a uma carga uniformemente
distribuida sobre toda a laje, tem-se que a variacdo de m,n = 1,3,5... 0.

Para uma carga uniformemente distribuida g, sobre uma regiao retangular
de dimensdes de 2¢ - 2d na planta da laje, com seu centro na posi¢ao x1, y1 (vide
Figura 8), Soares (2004) apresenta o coeficiente de carga p,,, (53), o qual foi
utilizado no intuito de desenvolver a funcdo do deslocamento (65), apresentada
no item RESULTADOS.

mrmx, nmy, mrc nrd mrmx nry
AP Sen— — sen—p—sen— —sen—p—sen— —sen—y
Pmn = (53)
a-b mrmc nid
a b

Sendo P uma carga pontual resultante da carga distribuida sobre regido

retangular, escrita como (54).

P=4qo-c-d (54)
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Figura 8 — Carga sobre regiao retangular.

a
X
—
2C >
17,
Q S 7%
7 P(carg:’ )
concentrada
x1 \M
distribuida)
y

Fonte: O préprio autor (2022).

Ser4 também considerado neste trabalho uma superposicao de acbes
dada pelo trem-tipo TB450 da NBR 7188 (ASSOCIACAO BRASILEIRA DE
NORMAS TECNICAS, 2013), um conjunto de cargas moveis distribuidas sobre
regides retangulares que simula o trafego de veiculos de modo que a projecéo
dessas na laje pode ser visualizada na Figura 10.

A projecao da carga movel de uma roda na laje é dada por um quadrado

de aresta “te”. A partir do item 5.1 da NBR 7188 (ASSOCIACAO BRASILEIRA
DE NORMAS TECNICAS, 2013), “te” é obtido conforme a Figura 9.

Figura 9 — Propagacédo da carga movel na laje.

te'

E
& R AT NTTTTTTTTI e : pavimentagio
= -.‘E\ // \\
- ok 3
U1 = = — S S t : laje
l‘ b 'l ——Itg’ e \\\
retangulo de quadrado de te
contato da roda area igual

propagacdo até a
superficie média da laje

Fonte: Adaptado da NBR 7188 (ABNT, 2013).

Em relacdo a Figura 9, para classe TB-450 a NBR 7188 (ASSOCIACAO
BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, 2013) informa que b = 0,50 m. Com

isso, geometricamente (ver Figura 9), pode-se determinar as dimensdes te' (55)

e te (56).
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=,0,2-05=0,316m (55)

t t
te=te’+2-(e+§)=O,316+2-(e+z) (56)

Figura 10 — Conjunto de Cargas Trem-Tipo TB450. Cotas em metro.
a

(a-6)12 (a-6)/2
, 6.00 |

(b-3)/2

o
< g ?ez
| 1 50-1\.1 50
o
)
Q

Fonte: Adaptado da NBR 7188 (ABNT, 2013).

Dessa forma para uma carga pontual P (54), o seu p,,, pode ser

desenvolvido tendendo a zero as dimensdes c e d presentes (53), conforme (57).

mmx, nmwy, mrc nmd mrmx nmy
4p Ssen a sen b sen a sen b sen a sen b
lim lim (57)
c>0d-0\a-b mmc nnd
a b
Resolvendo (57), tem-se 0 p,,, para uma carga pontual (58).
4p mmnx, nmwy,
= 58
Pmn = - sen——sen— (58)

Substituindo (58) em (49), chega-se ao deslocamento transversal da laje
devido a uma carga pontual (59).
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© o mmx, nmy; mnx nmy
4p sen sen—p—sen— —sen—y
w(x,y) = § E 2 59
7T4Dab A 4 [(m)z + (n)Z]Z ( )
m=1n= —_ —
a b

Conforme Szilard (2004), para a funcdo do deslocamento devido uma
carga pontual (59) e dos esforgos internos (71), (72), (73), (74) e (75), tem-se

que, m e n varia em numeros inteiros (1,2,3...0).

2.4 FERRAMENTAS USADAS PARA CRIACAO DE SOFTWARES WEB

Nesse item serdo abordadas algumas ferramentas usadas para criagao
de um software web, um dos objetivos deste trabalhos.

2.4.1 HTML

Segundo Flatschart (2011), o HTML (Hyper Text Markup Language) trata-
se de uma linguagem de marcacdo e é uma das linguagens amplamente
utilizadas na web, responséavel pela criacdo de elementos usados para estruturar
um website.

Segurado (2017) afirma que o HTML nao necessita de um codificador,
como linguagens de programacdo, sendo somente necessario um browser
(navegador) para gerar o contetdo do cédigo, desde que este esteja contido em
arquivo com extensao “.html”. Além do mais, para o navegador identificar os
elementos, é necessario distingui-los por meio de tags. Com isso, um elemento
é definido quando acompanhado de “<>" no seu inicio e “</>” no final. Por
exemplo, para criacdo do elemento input, deve-se escrever a seguinte tag:
<input></input>.

Existem diversos tipos de tag ja predefinidas, as quais tém seus
respectivos atributos que dardo a funcionalidade ao elemento. Por meio da
Figura 11, pode-se visualizar quatro elementos input com funcionalidades

distintas, devido aos seus atributos type.
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Figura 11 — Atributos de um elemento.

Nome | - — <input type = "text" />
Senha | — <input type = "password
Escolha [ » <input type = "checkbox'

Envie | Choose File | No file chosen— <input type = "file" />

Fonte: Adaptado de Flatschart (2011).

Lemay (2002, p. 61) classifica algumas das tags por suas funcionalidades,

como visto na Tabela 1.

Tabela 1 — Tags e suas funcionalidades.

Funcionalidade Tags
Estrutura geral da pagina <html>, <head> e <body>
Titulos, cabecalhos e paragrafos <title>, <hl>, <a>, <h6>
Comentarios <l.>
Listas <ol>, <ul>, <li>, <dt> e <dd>

Fonte: Adaptado de Lemay (2002, p. 61).

2.4.1.1 Canvas

Segundo Sousa (2018), o canvas foi criado pela Apple em 2004
especificamente para o navegador Safari, com o foco de trazer inovacfes
gréaficas para web. Além disso, o canvas é um elemento HTML definido pela tag
<canvas></canvas>, cuja sua funcionalidade é ser uma tela gréfica.

O mesmo autor ainda explica que, quando se usa tal tag, apenas se obtém
um retangulo de cor sélida, uma vez que, o controle do desenho é feito pela
linguagem JavaScript, a qual permite o acesso a codigos ja sintetizados para
criacao de objetos na tela grafica.

De acordo com Sousa (2018), a tag do elemento canvas admite os
atributos width e height, os quais respectivamente se referem a largura e altura
que o elemento assumira em pixels na tela. MDN Web docs (MOZILLA, 2022)
completa que o canvas trabalha com um plano cartesiano onde a origem é no
canto superior esquerdo do elemento e a unidade é pixel, conforme observado

na Figura 12.
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Figura 12 — Origem dos eixos do elemento canvas.

0
0 X

height

width

Fonte: MDN Web docs (MOZILLA, 2022).

2.4.2 JavaScript

Conforme Segurado (2017), JavaScript € uma das linguagens de
programacoes mais utilizadas do momento, sendo a mais importante para o
desenvolvimento web. Segurado (2004, p.79) ainda destaca que JavaScript “é
considerada uma linguagem de alto nivel, dindmica e conveniente para estilos
de programacéo orientados a objetos”.

Flatschart (2011) completa pontuando que essa linguagem, quando
integrada ao HTML, permite uma maior interacdo com usuario: além do mais, a
linguagem é considerada como cliente side (do lado do cliente) onde todo o seu
funcionamento acontece pela méaquina local do usuario e ndo depende do
servidor onde o site esta hospedado.

No que se refere-se a léxica e sintaxe do JavaScript, Segurado (2017)
mostra a semelhanca com outras linguagens, uma vez que as fun¢des em cédigo
JavaScript devem ser delimitadas por “{ }", as instrugdes por “;” e existem
palavras reservadas, ou seja, ndo se pode usa-las para criar novas variaveis ou
funcdes. Com isso, Segurado (2017) exibe em um quadro todas as palavras

reservadas, conforme Figura 13.
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Figura 13 — Palavras reservadas em um codigo JavaScript.

Break delete function return typeof

Case do it switch var

Catch else in this void

Continue false instanceof trhow while

Debugger finally new true with

Default for null try

Fonte: Segurado (2016, p. 69).

Em suma, o JavaScript €& responsavel pela interativamente e
comportamento dos elementos HTML. Por exemplo, por meio de codigo
JavaScript, pode-se criar uma funcao que definird a acdo de um botéo (elemento
HTML).

2.4.2.1 PDFMake

O PDFMake (PAMPUCH; M., 2020) se trata de uma biblioteca JavaScript
para a elaboracdo dindmica de documentos no formato PDF, seja por meio do
cliente-side (do lado do cliente) ou server-side (do lado do servidor). De maneira
geral, o processo de criacdo de um documento por meio do PDFMake
(PAMPUCH; M., 2020) consiste em monta-lo e posteriormente emiti-lo.

Para a montagem o PDFMake (PAMPUCH; M., 2020) oferece funcdes ja
predefinidas em cddigo JavaScript para insercao de textos, imagens, tabelas,
cabecalhos etc. Além disso, ha também a possibilidade de alteracédo de estilos,
seja de textos ou de layout de pagina (tamanho da péagina, colunas, numeracao
de péaginas).

Uma problematica que pode ser encontrada durante a elaboracdo do
documento é a quebra de pagina automatica, a qual pode separar nomes e
fontes de imagens. Para evitar tal problematica, € possivel compactar tais
elementos dentro de um uma variavel chamada stack que deve estar dentro de
um objeto com o atributo unbreakable atribuido como true.

Para emissao, o PDFMake (PAMPUCH; M., 2020) possibilita, por meio de
fungbes ja predefinidas, a exibicdo uma nova guia de navegador, o download

direto ou a impressao do documento.
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2.4.2.2 SweetAlert2

Para uma melhor interacdo entre software e usuario, € importante a
emissdo de alertas, desde aqueles que tém objetivo de notificar algo até os
utilizados para entrada de dados. A fim de facilitar a emisséo desses alertas, ha
uma biblioteca de JavaScript chamada SweetAlert2 (MONTE, 2022) que faz a
emissao de alertas responsivos, ou seja, funcionais em diversos tamanhos de
telas (celular, computador, televisdo). Sendo assim, o programador ndo precisa
se preocupar com adequacao do tamanho de tais alertas em cada formato de
tela.

O SweetAlert2 (MONTE, 2022) permite, por cédigo JavaScript, a criacdo
de alertas padronizados e estilizados, salvados em variaveis, de modo que é
possivel utilizad-los diversas vezes na aplicagdo, mudando apenas o0 seu

conteudo. Tal situacao pode ser observada na Figura 14.

Figura 14 — Exemplo de alertas gerados pelo SweetAlert2.

TECLAS DE ATALHO DO PROGRAMA

L: Ativa a fungdo "DESENHAR LAJE"

Q: Abre a fungao "APOIOS - APOIADA"

W: Abre a fungao "AP0IOS - LIVRE"

E: Abre a fungdo "AP0I0S - ENGASTE"

T: Abre a fungao "CARGAS - CARGA DISTR. SOBRE TODA A LAJE"
S: Abre a fung#io "CARGAS - CARGA DISTR. SOBRE UMA REGIAD"
P: Abre a fungéo "CARGAS - CARGA PONTUAL"

N: Abre a fung&o "CARGAS - TREM-TIPO TB-450 NBR 7188:2013"
M: Abre a fungao "OPCOES - MEDIR"

D: Abre a fungao "OPCOES - DADOS"

G: Ativa/Desativa o grid;

Z: Ativa 0 comando "EXIBIR TUDO"

—: Ativa o comando "ZO0OM -";

=/+ : Ativa 0 comando "Z0OM +"

DADOS DA LAJE

Madulo de elasticidade: 210.000 GPa
Espessura da laje: 5.000 cm

Coeficiente de Poisson: 0.200

Sair

Tecla shift + scroll do mouse (sobre o canvas principal): Ativa o comanda "ZOOM + ou ZOOM —"
1: Movimenta o desenho para cima

|: Movimenta o desenho para baixo

«—: Movimenta o desenho para a esquerda

—s: Movimenta o desenho para a direita

Fonte: IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020).

2.4.3 Visual Studio Code

Para a escrita de algoritmos pode-se utilizar um editor de codigo, o qual é
um editor de texto estilizado e com auto sugestdes que auxiliam programadores
na escrita de codigos de linguagens de programacéo, estilo e marcacéo. Diante
dos varios editores de codigos, o Visual Studio Code (MICROSOFT, 2022) se
destaca por possibilitar ao programador trabalhar com varias linguagens de

programacao.
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Além disso, como Visual Studio Code (MICROSOFT, 2022) € um software
de cddigo aberto, seus usuarios podem criar extensdes a fim de adicionar novas
funcionalidades a ele. Tais extensdes néo s oferecem funcionalidades visuais,
mas também as que poupam o tempo do programador, 0 que torna o Visual
Studio Code (MICROSOFT, 2022) um dos editores de cddigo mais utilizado por

programadores.
2.5 SOFTWARES PARA CALCULOS DE LAJES

Apresentam-se a seguir, para a contextualizacdo do trabalho e
posteriormente comparacdes de resultados, dois softwares que fazem a analise

estrutural de lajes.
2.5.1 Robot Structural Analysis Professional

O Robot Structural Analysis Professional (AUTODESK, 2022) € um
software proprietario disponibilizado pela Autodesk voltado para a analise
estrutural de elementos ndo necessariamente definidos nele, uma vez que existe
uma integracdo com o Revit (AUTODESK, 2022) garantida a partir do BIM.
Dessa maneira, pode-se, em um primeiro momento, fazer todo o projeto
estrutural no Revit (AUTODESK, 2022), inclusive a insercdo das cargas e
combinacBes, para depois exportd-lo para o Robot Structural Analysis
Professional (AUTODESK, 2022).

O método de célculo utilizado pelo Robot Structural Analysis Professional
(AUTODESK, 2022) é o MEF (Método dos Elementos Finitos). Além disso, o
programa permite introduzir efeitos de 22 ordem, analises lineares e néo lineares,
dimensionar a malha do MEF (Método dos Elementos Finitos) etc.

Pela Figura 15 nota-se a tela principal do Robot Structural Analysis
Professional (AUTODESK, 2022) com os resultados de momento na direcdo x
de uma laje e suas principais funcionalidades, numeradas de 1 a 4:

1. A barra do menu;

2. Inspecéo de objetos desenhados na tela;

3. Propriedades do objeto selecionado;
4

. Menu lateral para insercéo de objetos.
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Flgura 15 — Principais funmonahdades do Robot.
Autodesk Robot Structural Analysis Professional 2021 - Projeto: LAJE_2X4 - Resultades (FEM): dispen - x

Editar  Vista _Geomety ltados  Projete  Feramentas  Suplementos  Janela  Ajuda  Comunidade _5X

D@I%&@l- XI‘ @f\ HA sl ay M&éﬁl&lmj
2 gy Jer B i a? ol
Inspetor de objeto * ~
HTZE Q &

B~ {bietos de um moddlo
52 Pisos 0

pZ=2.00
UPERIOI

Piso 1
@A Nés 073321
Objetos auxdiares

o?
A
~
Q =
kPa y
0,8045 i
Geometria j, Grupos | 0,7500 I
- 0,6750
ome Valor | Unid| S #
— 0,5250
ﬁ 0,4500 ;
0,3750
03000 ?
0,2250 m
0,1500 o
0,0750
00 Al
-0,0710
v MXX, (kNm/m) =
t Direcdo X %
v Casos: 3 (LL1)
/ | @@ 00 0w Z=000m- Base |a|~ VE
= | P T = - = a3 > | 8] =™

Vista  Resubados EF | Resultados EF:1 | Combinagbes de carga
A7 BR 5L & Resultados (FEM): disponivel 4 Al o PisodeCA L5 =000 y—200.2-0,00 = [m] [<N] [Deg)

Fonte: Adaptado de Robot Structural Analysis Professional (AUTODESK, 2022).

25.2RFEM 5

O RFEM 5 (DLUBAL, 2022) é um software pago, mas com uma versao
estudantil, disponibilizado por uma empresa focada na criacdo de softwares
chamada Dlubal. O foco do RFEM 5 (DLUBAL, 2022) fica na andlise estrutural
de elementos tridimensionais, sendo que o método utilizado nos célculos de
deslocamentos e esfor¢cos € o MEF (Métodos dos Elementos Finitos).

A Figura 16 apresenta a tela principal do RFEM 5 (DLUBAL, 2022) com 0
resultado de deslocamento de uma laje e as principais funcionalidades,
numeradas de 1 a 4:

1. Barra de menu;

2. Navegador de projeto, bem como configuragdes de visualizagéo;
3. Tabela com os dados de entrada e de saida do modelo;
4

Painel lateral com a escala de cores do diagrama.
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Figura 16 — Principais funcionalidades do RFEM 5.
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Fonte: Adaptado de RFEM 5 (DLUBAL, 2022).

O software também oferece mdédulos adicionais, por exemplo, o
dimensionamento de estruturas. Tais modulos podem ser acessados por meio
da barra do menu (Figura 17).

Figura 17 — Médulos adicionais RFEM 5.
Ferramentas Tabela Qpc-ﬁes;. Madulos adicionais | Janela Ajuda
5 [ 2 o
- -G -

Dimensionamento - Aco

Dimensionamento - Betdao

Dimensionamento - Madeira

Dimensionamento - Aluminia
Dindmica
Ligagdes
Fundagdes
Estabilidade
Torres
Tubos
Cutraos

Mddulos externos

Fonte: Adaptado de RFEM 5 (DLUBAL, 2022).

Além disso, 0 RFEM 5 (DLUBAL, 2022) permite ao usuario determinar a
dimensdo da malha de elementos finitos conforme a precisdo desejada, bem
como parametros de célculos como: numero de iteracdes, teoria de flexdo das
lajes (Figuras 18 e 19).



Figura 18 — Configuracfes da malha de elementos finitos.
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Fonte: RFEM 5 (DLUBAL, 2022).

Figura 19 — Parametros de calculos RFEM 5.
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Casos de carga  Combinacdes de cargas

Configuracio

Nimero maximo de iterages:

Mumero de incrementos de carga para

- Casos de carga:

- Combinagdes de carga

Nimero maximo de incrementos de carga:

Mumero de divisdes das barras para
- Diagramas de resultados:

- Tipos de barras espedais
{cabo, fundagdo elastica, seccdo
wvarigvel, ndo-inearidade):

- Determinagdo dos valores max/min:

Subdivisdo da malha de EF para resultades

aréficos:

Percentagem de iteragBes do método de

Picard em combinacdo com
Mewton-Raphson:

Nic-linearidades

Ativar:
Apoios
Barras devido ao tipo de barra
ArticulagBes de barras, libertagies
Nao-inearidades das barras
Sélidos do tipo ‘Contacto’

Materiais com modelo ndo-linear

Combinacdes de resultados  Pardmetros de cdlaulo globais  Diagramas de calaulo

Opeies Preciséio e tolerdncia

v

[ ativar rigidez ao corte das barras
(éreas da secgdo Ay, Az)
Ativar divisdes de barra para grandes deformagdes ou
andlise pds-critica, deformacao inidal de outres CC/CO
[ Modificar rigidez (material, seccdes, barras
casos e combinagdes de cargas)

A ||

Considerar opcles extra

1000 (combinagdes e casos de carga)

4

10 (£ Verificar esforgos criticos de barras

[] caleular valores méximos de deformacBes

= [[] solucionador direto assimétrico caso pedido pelo
= modelo ndo-inear
10 (=
Método para o sistema (@) Direto
de equacBes: O Iterativa

Teoria de flexéio de lajes; O Mindin

L bl ] BIEL

@ Kirchhoff
5 12 Vers3o do solucionader () 32 bits
TV de equacBes: @ 64 bits

Reativacdo de barras que falharam

Verificar deformacéio de barras que falharam e
eventualmente reativar

w

Tratamento espedal

As barras que falham sdo removidas
individualmente nas respetivas iteracies

Atribuir rigidez reduzida as barras que falharam

Nimero de incrementos de carga para determinacdo
automatica pelo método Newton-Raphson 1000

Modelo do material isotrépico termo-el3stico

@ B|[&

Pressdo interna do tubo

[] alterar a configuracio padrio

[0,01

[rigidez de penalidade associada a modos d

Iy

e energia nula para

[[] peslocamentos devido a cargas de barras do tipo ‘Pressdo
interna do tubo’ (efeito de Bourdon)

B ®

Cancelar

Fonte: RFEM 5 (DLUBAL, 2022).
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3 METODOLOGIA

Na Figura 20, apresenta-se a metodologia geral, a qual sera explicada

detalhadamente a seguir, para a elaboracao do trabalho aqui apresentado.

Figura 20 — Metodologia do trabalho.
4 )
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TEORICA PARTE PRATICA

Estudo da Desfnvolvirne.rlto da~s
funcoes algébricas nao
encontradas
explicitamente na
bibliografia
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marcagdo HTML Linguagem JavaScript

bibliografia

Tela principal i
Elaboragao da Implementagio P P Algoritmos referentes

5 ori do médulo 4
fundamentagéo teérica das fungaes algébricas finla da saida) a(;gr;;te:;s ;1: ﬁzlvcizlro

/ Linguagem CSS Biblioteca PDFMAKE Fase de testes
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& Ferramenta

B Resultado
\:@

Estilizagao dos
elementos do médulo
implementado

Relatério detalhado do
Método de Navier

Corregoes de
erros encontrados

\ /

Fonte: O préprio autor (2022).

Na Figura 21 pode ser observado o IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), o
ambiente gréfico ja existente, criado por Silva e Nirschl (2020) e Fernandes e
Nirschl (2020), responsavel pelo desenho de elementos relacionados a laje, o
qual esta disposto em uma pagina de internet do IFSP — Campus Votuporanga
e pode ser acessado por meio do link: https://vip.ifsp.edu.br/nev/Ifestrut-
lajes/ifestrut-lajes.html. Com isso, percebe-se que o IFESTRUT-LAJES (NEV,
2020) serve como uma base grafica para médulos de calculos de analise

estrutural de lajes.



https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Ifestrut-lajes/ifestrut-lajes.html
https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Ifestrut-lajes/ifestrut-lajes.html
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Figura 21 — Tela completa do IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020).
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Fonte: O préprio autor (2022).

O IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), permite o desenho de uma laje, suas
condicBes de contorno e entrada de trés tipos de cargas (sobre toda a laje, sobre
regido e pontual). Este processo pode ser auxiliado acessando o Manual de
Utilizagdo, por meio do botdo MANUAL. Para a implementacdo do modulo de
andlise estrutural da laje, objeto deste trabalho, sdo necessarias as equacdes
algébricas dos deslocamentos e esfor¢os. No caso de uma carga sobre toda a
laje e de uma carga pontual, essas equacdes sdo apresentadas explicitamente
por Soares (2004), conforme visto na secdo FUNDAMENTACAO TEORICA.
Para carga sobre uma regido, foram encontradas na bibliografia exposta na
secdo FUNDAMENTACAO TEORICA apenas as equacdes bases, mas ndo as
equacdes finais do deslocamento e esforgos explicitos.

Com isso, foi necessario desenvolver a funcdo do deslocamento gerado

por uma carga sobre regido, eq. (65) da secdo RESULTADOS, a qual foi
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deduzida por meio da implementacédo do coeficiente p,,, (53) de sua carga na
funcéo genérica do deslocamento para lajes apoiadas nos 4 bordos (49), ambas
apresentadas em Soares (2004). Com as funcdes de deslocamentos para os trés
tipos de carga presentes no IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) (sobre toda a laje,
sobre regido e pontual), foram utilizadas as relacdes: (35), (36) e (37) para se
descobrir as fungbes algébricas dos momentos; (38) e (39) para as fungdes
algébricas das cortantes.

Por meio da linguagem HTML primeiramente foi implementado, no botao
Funcdes, o médulo Navier (Figura 21). O médulo foi desenvolvido por meio da
linguagem JavaScript para que, quando acionado, crie a interface de analise
estrutural de acordo com a solucdo de Navier (tela de saida), como observado
na Figura 21. Com isso, utilizando HTML, foi criado o elemento canvas, que € a
tela gréfica que desenha os diagramas. Depois, por HTML, criou-se 0 menu de
opcdes, o qual o usuario pode escolher qual diagrama ele pretende analisar.

As funcbes foram implementadas computacionalmente no maodulo, de
modo que se elaborou um algoritmo para o calculo dos esforcos e deslocamento
gerados pelos diferentes tipos de cargas, ou seja, para um dado ponto com
coordenadas (x,y) da laje, é calculado o valor a partir de cada carga nesse ponto
(superposicédo dos efeitos).

Para todos os tipos de cargas, compararam-se os diagramas e valores
gerados no IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) com os do RFEM 5 (DLUBAL, 2021).
Além das trés cargas citadas anteriormente, também ha a presenca do conjunto
de cargas trem-tipo TB-450, o qual os momentos fletores foram comparados com
o software T-Riusch (KHOURI; SERAPIAO; CARDOSO JUNIOR, [20?7?]) que
utiliza as tabelas do método de Risch (1965) para solucéo de cargas do trem-
tipo TB450.

Vale salientar que todas as funcdes algébricas apresentadas, a fim de
comprovar suas veracidades, foram comparadas algebricamente pelo MathCad
Prime 7 (PTC, 2021).
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, apresenta-se os resultados obtidos pelo trabalho, desde
as funcbes algébricas explicitadas até exemplos comparados com outros

métodos.

4.1 FUNCOES ALGEBRICAS EXPLICITADAS

As funcbes explicitadas e implementadas computacionalmente no
IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) a fim de criar os diagramas referentes a carga
distribuida uniformemente sobre toda a laje sdo: (52) o deslocamento; (60) e (61)
0S momentos nas duas dire¢des, respectivamente, x e y; (62) 0 momento torsor;

(63) e (64) as cortantes nas duas direcdes, respectivamente, x e y.

2 (60)

o oo nmwy [(m\? |  (m)?
y 16q, sen sen—p [b) +v(a)]
y(X,y) 7_[4 m 2 n 212 (61)
"o mn [(E +(3) ]
16 (1 ) 0 COSmT[x co nmy
e A S a b
My (x,y) = g Zz [(m)z N (n)z]z (62)
m n —_— —_
a b
160 0 S 08 mmx Ny
q a b
Qx(x'y) = n_gaozz m\2 n\ 2 (63)
m n "[(3) +(B)]

mnx _ nmy

16q, sen—=cos —=
0 y) = — ZZ . (64)

= m|(2) + ()]

Para a criacdo dos diagramas referentes a carga sobre regiédo, obtiveram-

se as funcgdes de (65) a (70), sendo (65) referente ao deslocamento; (66) e (67)

aos momentos fletores na duas direcdes, respectivamente x e y; (68) ao
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momento torsor; (69) e (70) as cortantes na duas direcdes, respectivamente x e
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16q sen sen sen sen —— sen —— sen —-=
_ 0 Z Z a b a b a b
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@)+ 6]
Conforme Szilard (2004), m e n varia em numeros inteiros (1,2,3...0) nas

funcdes (deslocamento e esfor¢os) decorrentes de uma carga uniformemente

distribuida sobre uma regido retangular (65), (66), (67), (68), (69) e (70).

Por fim, para a carga concentrada, as fungcbes algébricas explicitadas
responsaveis pela criacdo dos diagramas sao: (59) referente ao deslocamento;
(71) e (72) aos momentos fletores na duas direcdes, respectivamente x e y; (73)
ao momento torsor; (74) e (75) as cortantes na duas direcfes, respectivamente

Xey.

o o mmx, nwy; mmx nwy [ m\? n\?2
4P sen sen—p—sen sen— = [(— +v (E) ]
M. (x y) ab;z £ [(m)z 4 (2)2]2 (71)
a b
» o mmx, nmwy, mmx nmwy 2 m\?
4P sen—_— sen—p—sen — —sen—p= [(E) +v (E) ]
M@y =——> > 2 (72)
T (@) +G)]



48

mnx1

4P(1 ) 2 & sen Sennnyl coS mmx cos nnymn
__ v b a b
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4.2 FLUXOGRAMAS GERAIS

Da Figura 22 a Figura 26, € possivel observar os fluxogramas que foram
utilizados para elaboracéo do algoritmo do modulo. Assim sendo, na Figura 22,

visualiza-se o fluxograma do algoritmo referente a entrada do médulo.

Figura 22 — Fluxograma de entrada no modulo.
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Fonte: O préprio autor (2022).
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gerarNavier(): a funcéo responsavel por gerar a tela principal do médulo

(tela de saida, ver Figura 21).

Por meio da Figura 23, visualiza-se o fluxograma geral do algoritmo do

botéo resultado pontual.

Figura 23 — Fluxograma geral do resultado pontual.
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lNAO
SIM Esforgo NAO Esfor¢o SIM
— mxNavier() <«—( momentoem )———>»(momentoemy }———>» myNavier() ——
X escolhido? escolhido?
lNAo
SIM NAO Esforgo SIM
| —— desloNavier() <«——— Deslocamento <«—( momento torgor )——>»  mxyNavier() ———
escolhido? ;
escolhido?
./ Emissdodo [ )

resultado

|

Fim

Fonte: O préprio autor (2022).
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gxNavier() e gyNavier(): fungBes JavaScript responsaveis por realizar os
calculos referentes as funcdes algébricas da cortante na direcdo x e na direcéo
y , respectivamente.

mxNavier() e myNavier(): realiza os célculos referentes as funcbes
algébricas do momento na dire¢cdo x e na diregdo Yy, respectivamente.

mxyNavier(): executa o algoritmo para o obtencao do valor do momento
fletor em determinado ponto.

desloNavier(): contém o algoritmo para o célculo do deslocamento em
determinado ponto.

Na Figura 24, observa-se o fluxograma geral do algoritmo da tabela de

resultados.
Figura 24 — Fluxograma referente a tabela de resultados.
Informa que deve
escolher pelo menos -
um esforgo ou o NaO
deslocamento
Vem da
Figura 22 Escolheu algum SIM

Escolha do
—> E— —_— > tabelasresul
deslocamentos e esforgo ou 0
deslocamento,

esforgos
doctables.content.push() €———— table() <« vfdiagNavier() <« capaNavier()

!

Emissao da tabela

de resultado em
formato PDF > Fim

Fonte: O préprio autor (2022).

tabelasresul(): funcéo geral acionada com o inicio do processo de geracéo
de das tabela de resultados.

capaNavier(): gera a capa do documento em PDF contendo o nome do
aluno, nome do orientador, data de producéo etc.

vfdiagNavier(): calcula para cada ponto contido na laje, de acordo com o

espagcamento definido pelo usuario, o esfor¢co ou deslocamento analisado.
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table(): arranja os dados calculados em objetos, aos moldes predefinidos
pela biblioteca PDFMake (PAMPUCH; M., 2020), a fim de implementar tabelas
no documento PDF.

doctables.content.push(): acrescenta os dados ao contetdo da variavel
doctables, a qual € utilizada pela biblioteca PDFMake (PAMPUCH; M., 2020)
para gerar o PDF.

Figura 25 — Fluxograma geral da criagdo do relatorio.

Informa ao usuario
que a coordenada NAO
ndo é valida
Vem da
. SIM . :
Figura 22 — > Escolhadoponto ——>» Escolheu e’x)lgum ——>»  abrirpdfNavier()
desejado ponto?
Implementa uma
breve indrodugao Implementa tabelas,
~— tedrica sobre o «— comosdados de <€——— relatorioNavier() <€—— capaNavier()
método de Navier no entrada no relatério
relatério
NAO NAO
Fim
Ha carga sobre : ) Ha carga sobre Ha carga
toda laje? uma regiao? » pontual? A T
Implementa os
diagramas no
SIM SIM SIM grama
relatorio
NAO
Implementa a Implementa a
= o - o Implementa a
resolucdo algébrica resolucao algébrica - o
4 H resolucdo algébrica
para a carga sobre para a carga sobre
. i para a carga pontual
toda laje uma regido Implementa a tabela
J resumo no relatério
J NAO T
Implementa o
Implementa a . /'Ha mais de uma SIM procedimento da
resolugdo numérica * carg.la §o?bre a sobreposigéo dos
aje?
efeitos no Relatdrio

Fonte: O préprio autor (2022).
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abrirpdfNavier(): funcdo JavaScript que é acionada para dar inicio ao
processo de geracao do relatorio.

relatorioNavier(): funcdo que executa a implementacéao e estruturacao das
partes do relatério como: introducdo tedrica, resolucdo algébrica, resolucéo

numeérica, tabela resumo, superposicéo dos efeitos etc.

Figura 26 — Fluxograma geral da geracdo dos diagramas de deslocamento e

esforcos.
Vem da
Figura22 — 5 atiNavier() =——>» generateTitle() ——>» vfdiagNavier()
Cria os
intervalos de | €«—— getMin() <« getMax() «—— fdiaggenlaje()
cores
( =y
Para cada TesEiiE as .
luteriels elzsries uadrados de 5 SIM Desenha pe2
se quais dos . ﬂqA . > Botaolmostrar > t
pontos estao influéncia com suas ativo? pontos
dentro do limite respectivas cores
Desenha
Fim <—— desenharOrigem() €«—— escala de <
cores

Fonte: O préprio autor (2022).

attNavier(): funcdo que atualiza a tela de saida, limpa e desenha o novo
diagrama analisado, sempre quando o usuério clica sobre algum botdo de
desenho de diagrama.

generateTitle(): gera o titulo para o diagrama, com o respectivo nome do
esforco ou deslocamento e unidade escolhida, para ser plotado na tela de saida.

fdiaggenlaje(): funcdo genérica que desenha o diagrama, de acordo com
o0 método utilizado, nesse caso com os dados obtidos pelo vidiagNavier().

getMax(), getMin(): funcbes JavaScript responsaveis por pegar o valor
maximo e minimo, respectivamente, daqueles calculados pela vfdiagNavier().

desenharOrigem(): desenha duas setas vermelhas com a indicacdo dos

eixos x e y na tela de saida, de acordo com o método utilizado.
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4.3 FUNCIONAMENTO DO MODULO DESTE TRABALHO

Para melhor compreensao, serd mostrado o funcionamento e como se
acessa cada ferramenta implementada pelo médulo. Tendo o usuério, no
IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020), conforme explicado na METODOLOGIA,
desenhado a laje e seus parametros, e clicado sobre o botdo “FUNCOES” e,
posteriormente, sobre “METODO DE NAVIER”, caso os dados fornecidos
tenham inconformidades com Método de Navier, uma mensagem de erro sera
mostrada ao usuario orientando tal inconformidade. Senéo, € gerada a saida de
dados inicial (ver Figura 27).

Com isso, observam-se na Figura 27 os fundamentais elementos da tela
principal do médulo: contornado em azul tem-se a tela grafica responséavel pelo
desenho dos diagramas, em laranja os parametros de célculo e em verde o menu
de opcodes.

Na Figura 28, podem ser observados os menus referentes aos esforcos e
deslocamento, que aparecem apés o clique nos botBes localizados no menu
contornado em verde da Figura 27. Acessados os menus (Figura 28), notam-se
as seguintes ferramentas: botdo de desenhar o diagrama, botdo com formato de
seta no canto superior esquerdo que possibilita o usuario a retornar no menu
principal, botdo no canto superior direito (simbolo de engrenagem) o qual define
o intervalo dos valores do diagrama, botao “MOSTRAR” que exibe no diagrama

os valores de cada ponto.

Figura 27 — Tela principal do médulo (saida de dados).

Espagamento dos pontos do diagrama: I

Valores finais de m e n: i
Tolerancia: NN |

DIAGRAMAS
NAVIER

ESCOLHA NO MENU AO LADO ———

MOMENTO

0 DIAGRAMA DESEJADO

Deslocamento ou esforgos em um determinado
ponto

RESULTADO PONTUAL

[ Relatdrio Detalhado e Tabela de Resultados

Fonte: O préprio autor (2022).



Para alterar o espagamento dos pontas do
diagrama vocé deve definir o valor e calcular
novamente o diagrama.

, Figura 28 — Menus dos Diagramas.
DESLOCAMENT0S®

© MOMENTOS

Para alterar o espagamento dos pontos do
diagrama vocé deve definir o valor e calcular
novamente o diagrama.
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© CORTANTES °

Para alterar o espagamento dos pontos do
diagrama vocé deve definir o valor e caloular
novamente o diagrama.

DIAGRAMA Mx

DIAGRAMA DESLOCAMENTO DIAGRAMA My

DIAGRAMA Mxy

Clica no bot&o abaixo para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar 0 mouse sobre eles
com o botdo ativo.

Clica no bot&o abaixa para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar 0 mouse sobre eles
L EE T

Pontos/Dados Pontos/Dados

MOSTRAR

Fonte: O préprio autor (2022).

MOSTRAR

DIAGRAMA Ox

DIAGRAMA Qy

Clica no bot3o abaixo para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar o mouse sobre eles
com o bot3o ativo.

Pontos/Dados

MOSTRAR

O usuario escolhe qual diagrama deseja que 0 moédulo desenhe na tela

gréfica clicando sobre um dos botdes que contenha a palavra “DIAGRAMA”,

disposto nos menus (Figura 28). Na Figura 29, pode ser visto tal procedimento

para o desenho de um diagrama.

Figura 29 — Exemplo de acesso ao diagrama.

Espagamento dos pontos do diagrama: NN

Valores finais de m e n: G
Tolerancia NN,

a» P

Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

“ MOMENTOS ©

Para alterar o espagamento dos pontas do
diagrama voc8 deve definir o valor e calcular
novamente o diagrama

DIAGRAMA Mx

DIAGRAMA My

DIAGRAMA Mxy

Clica no boto abaixo para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar 0 mouse sobre eles
com o bot&o ativo.
Pontos/Dados
MOSTRAR

Fonte: O préprio autor (2022).

O botdo de opcéo de intervalos, simbolo de engrenagem no canto

superior direito dos menus (Figura 31),

permite ao usuario alterar o

crescimento/decrescimento de um intervalo do diagrama. Com isso, 0 usuario

pode escolher entre trés possibilidades para a criacdo de um intervalo, definindo:

apenas minimo (maximo sera o calculado), apenas o maximo (minimo sera o
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calculado) ou ainda minimo e maximo. Para exemplificacado observe a Figura 30,
onde pode ser observado um diagrama com um intervalo definido. No caso,

escolheu-se apenas definir o minimo como 1 (Figura 31).

Figura 30 — Exemplo de diagrama com mudanca de intervalo.

Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m) Diagrama com novo
intervalo aplicado
(em relagao a Figura 29)

e

1.000 1.254 1.508 1.762 2018 2.270 2.525 2.779

— = . ]

220e-31 1127 1.381 1635 1.880 2143 2368 26852

Fonte: O proprio autor (2022).

Figura 31 — Opcodes de intervalos.

Botao de opgoes de

Menu para mudar 4
intervalo

intervalo

S 0PGOES
ALTERAR MINIMO v
MAXIMD DO DIAGRAMA DBTIDO A PARTIR
Pl  DOS DADOS CALCULADOS E MiNIMD
di ESPECIFICO

DEFINIR

DIAGRAMA My

DIAGRAMA Mxy

Clica no bot&o abaixo para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar o mouse sobre eles
com o botdo ativo.

Pontos/Dados

MOSTRAR

Fonte: O préprio autor (2022).

Ao clicar no botdo “MOSTRAR” disponivel nos menus (cortantes,

momentos, deslocamento), visto em azul na Figura 32, o valor maximo e minimo
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do diagrama e suas coordenadas sdo exibidas a esquerda do diagrama. Além
disso, 0 usuario pode manter o mouse sobre o quadrado de influéncia de um
ponto desejado para que sejam exibidos, no lado esquerdo do diagrama, 0s

dados desse ponto (coordenada e valor) (Figura 32).

Figura 32 — Botdo mostrar.

Diagrama Deslocamento (mm) ")J ESLOCAMENTO S*ﬁ*

Para alterar 0 espagamento dos pontas do
diagrama vocé definir o valor e calcular
Ponteiro do novamente o diagrama.

mouse

DADOS DO PONTO
X:2.000m
Y- 1500 m
Valor: 0.0594 m
VALOR MAXIMO
X:2.000 m

DIAGRAMA DESLOCAMENTO
Y:1.500m

Valor: 0.0504 m
VALOR MINIMO
X: 0.000m
Y:0.000m

Botédo da
funcédo Clica no botdo abaixo par
ver 0s dados basta passa

om 0 botdo tivo

0 00208 00110 00108 0.0277 00258 00435 0.0515 00504
Pontos/Dados
0000 0.00702 0.0158 238 a.c317 0.0200 00475 0.0554
MOSTRAR

Fonte: O préprio autor (2022).

O botao “RESULTADO PONTUAL”, disposto no menu principal (Figura
33), permite a obtencdo do valor de um esforco ou deslocamento em
determinado ponto sem a necessidade de desenhar o diagrama. Dessa forma,
com um clique no botao “RESULTADO PONTUAL”, é emitido um alerta para que
se escolha o esfor¢co ou deslocamento e coordenada do ponto a fim de que o

software calcule resultado pontual (Figura 33).

Figura 33 — Processo do Resultado Pontual.

o

DIAGRAMAS 9 COORDENADA DO PONTO
NAVI E R Observacdes
1. Virgula & o separador das coordenadas;
 sefecione o tipo de diagrama dessjado 2. Ponto & o separador decimal RESULTADO DO PONTO
3. Utilize coordenadas com base na Teoria de Navier
INSERIDO
CORTANTE SELECIONE ALGUM ESFORGO OU (Figura abaivo);
MOMENTO DESLOCAMENTO 4. Utilize a coordenada em metros 0 valor do momento eixo Y para as
[ . coordenadasx =1ley =2 ¢éigual a:
DESLOCAMENTO Selecione y 1.260kN*m/m
l e | oo | =
confirmar [l Cancelar
RESULTADO PONTUAL

 Retatsrio Detalhads e Tabela de Resuitados

confimat

Fonte: O préprio autor (2022).
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Ao clicar sobre o botdo com o icone de tabela, no menu principal, uma
janela flutuante (ver Figura 34) é emitida para que o usuario escolha quais
resultados sejam inseridos na tabela. Com isso, ao clicar em confirmar, é gerado

um PDF em uma nova guia contendo a tabela, conforme a Figura 35.

Figura 34 — Selecao para geracao da tabela de resultados.

SELECIONE 0S RESULTADOS PARA SEREM
EMITIDOS NA TABELA:

[ Desiocamento J _Mx M MWy ___J
GETED GETED G

Canfirmar Cancelar

Fonte: O proprio autor (2022).

Figura 35 — Tabela de resultados.

x (m) y (m) (mm) Mx (kN*m/m) My (KN*m/m) Mxy (kN*m/m) Qx (kN/m) Qy (kN/m)
1.400 0.100 0.0498 0.0809 0.0740 0.192 -0.0751 1.141
1.500 0.100 0.0439 0.0742 0.0681 0.235 -0.110 1.046
1.600 0.100 0.0367 0.0676 0.0604 0.275 -0.139 0.943
1.700 0.100 0.0286 0.0570 0.0498 0.310 -0.182 0.784
1.800 0.100 0.0196 0.0433 0.0365 0.338 -0.255 0.580
1.900 0.100 0.00999 0.0250 0.0201 0.356 -0.313 0.327
2.000 0.100 7.84e-18 2.26e-17 1.71e-17 0.362 -0.373 2.84e-16
-6.38e-16 0.200 -1.27e-16 -3.24e-16 -2.41e-16 -0.349 0.681 -1.67e-15
0.100 0.200 0.0197 0.0470 0.0359 -0.343 0.583 0.252
0.200 0.200 0.0388 0.0823 0.0659 -0.326 0.480 0.465
0.300 0.200 0.0565 0.109 0.0908 -0.300 0.352 0.644
0.400 0.200 0.0726 0.130 0111 -0.268 0.273 0.790
0.500 0.200 0.0868 0.144 0125 -0.230 0217 0.899
0.600 0.200 0.0986 0.157 0.137 -0.188 0.151 0.988
0.700 0.200 0.108 0.167 0.148 -0.144 0.118 1.062
0.800 0.200 0.115 0.172 0.153 -0.0970 0.0827 1.106
0.900 0.200 0.119 0.176 0.158 -0.0489 0.0373 1.137
1.00 0.200 0.120 0.178 0.159 -3.63e-16 1.23e-16 1.148
1.100 0.200 0.119 0.176 0.158 0.0489 -0.0373 1.137
1.200 0.200 0.115 0.172 0.153 0.0970 -0.0827 1.106
1.300 0.200 0.108 0.167 0.148 0.144 -0.118 1.062
1.400 0.200 0.0986 0.157 0.137 0.188 -0.151 0.988
1.500 0.200 0.0868 0.144 0.125 0.230 -0.217 0.899

Fonte: O proprio autor (2022).

O relatério pode ser gerado com um cliqgue no botdo com o icone de
documento no menu principal, logo apds, uma janela flutuante é emitida para
gue se insira as coordenadas do ponto que ele deseja analisar (ver Figura 36).
Com a inser¢ao das coordenadas e um clique em confirmar, o relatério € gerado

em uma nova guia no formato PDF.
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Figura 36 — Coordenadas para emisséo do relatorio.

COORDENADAS PARA 0 RELATORIO PDF

Observagies:
1. Virgula & o separador das coordenadas;
2. Ponto é o separador decimal;
3. Utilize coordenadas com base na Teoria de Navier (Figura abaixo);
4. Utilize a coordenada em metros.

X,

Confirmar Cancelar

No relatério podem ser vistos os dados de entrada do usuario (Figura 37),
uma breve introducdo tedrica sobre o método de Navier (Figura 37), uma
resolucdo algébrica (Figura 38) que demonstra como obter as funcdes de
deslocamento e esforgos internos de acordo com as cargas de entrada, uma
resolucdo numeérica (Figura 39) para o ponto escolhido e os resultados (tabela

resumo e os diagramas).

Figura 37 — Parte do relatorio — dados de entrada e introducéo tedrica.

APOIOS
Tabela 2 - Dados dos apoios.
Tipo de apoio indice Lado
Apoiada 0 0-1
Apoiada 1 1-2
Apoiada 2 2-3
Apoiada 3 3-0
CARGA SOBRE TODA LAJE

Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabela 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.
indice Médulo (kN/m2)
0 2.000

INTRODUCAO TEORICA - METODO DE NAVIER

0 Método de Mavier consiste em determinar uma solugdo algébrica para a Equagdo de Lagrange,
uma equacgéo diferencial que estabelece o comportamento fisico de uma placa, desde que se
tenha as condigbes de contorno (DIAS, 2019). Para lajes com espessuras muito menores do que
as outras dimensdes pode- se, conforme Szilard (2004), considera- las em um sistema de
coordenadas (xy).

Fonte: O préprio autor (2022).
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Figura 38 — Relatorio — parte da resolugéo algébrica.

RESOLUGAO ALGEBRICA

Para uma laje simplesmente apoiada tem-se a fungdo do deslocamento genérica (11) e o
coeficiente de carga genérica (12).

FUNGOES REFERENTES A CARGA DISTRIBUIDA UNIFORMEMENTE SOBRE TODA
LAJE

Como a laje esta sujeita a uma carga qo uniformemente distribuida (constante sobre toda laje),
elanédo dependedex ey:

p(x,y) = go (13)
Substituindo (13) em (12), conseguimos o coeficiente (pmn) para tal carga:

16y, (14)

T2mn

Pmn =

Substituindo (14) em (11), obtemos a funcdo algébrica do deslocamento de uma laje
simplesmente apoiada sujeita a uma carga distribuida uniformemente:

l{ ' T
MERIEE ) Pt sl =
m=1n=1 Tn [(%)' + (%)-]

m

Esen it (15)

Tendo a fungao do deslocamento, conseguimos as fungdes dos esforgos internos por meio das
relagdes de (1) a (5).

Substituindo (15) em (1) e desenvolvendo, obtemos a fungdo algébrica do momento fletor na
diregdo x para tal carga (16). Analogamente, conquistamos a fungdo algébrica do momento

5de 22

fletor na diregdo y (17), a do momento torgor (18), a da cortante na diregdo x (19), a da
cortante na diregdo y (20) . Observe que para tais funcdes, devido a carga uniformemente
distribuida sobre toda laje, os valores de m e n variam nos numeros impares.

x_ sen™ = T gen M [(:'} v ( )2} (16)

lhq - t
Mzx(x,y) ”ZZ - . —;
mn {(f}2+ (%)3]2

T n 2 m 7 {17)
16% ©_sen™Esen T [(h) +V(u) }
o) = 233 [
mn [(“—“) + [EJET
N oo (o m"io —v) cos ™ eos "l (18)
o sz ST
a h

(19)

16:0
Qx (z,y) 73 fa ZZ { m)? (E)z}
T h

o) — 16q, = S .'n:J- 0 T {20)
Quizp) = b %2 ; m

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 39 — Relatorio — parte da resolugdo numérica.

DESLOCAMENTO - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA SOBRE TODA LAJE

O deslocamento gerado pela carga uniformemente distribuida é definido pela fungdo (15). Por
meio da Tabela 4 € possivel visualizar o valor do somatdrio e da diferenga percentual, conforme
variam os valores de m,n.

Tabela 4 - Resolugdo do Duplo Somatdrio da Fungdo do Deslocamento.

m n qo*u ZZqo*u (kN*m?2) Diferenga Percentual
(%)
1 1 20.480 20.480 -
1 3 -1.010 19.470 4.931
1 5 0.122 19.592 0.625
1 7 -0.0260 19.566 0.133
1 9 0.00787 19.574 0.0402
1 11 -0.00298 19.571 0.0152
1 13 0.00132 19.572 0.00672
1 15 -0.000651 19.571 0.00333
3 1 -0.125 19.447 0.637
3 3 0.0281 19.475 0.144
3 5 -0.00917 19.466 0.0471
3 7 0.00337 19.469 0.0173
3 9 -0.00139 19.468 0.00712
3 11 0.000629 19.468 0.00323
3 13 -0.000312 19.468 0.00160
3 15 0.000167 19.468 0.000858

Conforme visualizado na Tabela 4 o somatdrio foi parado pelo critério da diferenga percentual.
Calculo das constantes de (15):

0 valor de D é conseguido por meio de (7):

D = (210000000%(0.03*3))/(12*(1-0.342) = 519.231 [kN*m]

Constante da fungao:
(16)/((rm*6)*D) = (16)/((n*6)*519.231) = 0.0000321 [1/(kN*m)]

IIqgo*u (conforme visualizado na Tabela) = 19.468 [kN*m?]

Valor de w(1,2):
w(1,2) = 0.0000321*19.468 = 0.000624 m

Fonte: O préprio autor (2022).

Parte do cédigo JavaScript utilizado para geracao do relatorio pode ser
visualizada no APENDICE A. Além disso, no APENDICE B pode-se observar o

relatorio completo do Exemplo 1 do item 4.5.

4.4 PROCESSO DE VERIFICACAO DO CRITERIO DE PARADA
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Computacionalmente, o critério de parada dos céalculos das fun¢bes de
Navier proposto pelo médulo seguem os dois parametros citados anteriormente
(valores finais de m,n e a tolerancia). Com isso, inicialmente, o algoritmo foi
programado para que verificasse, a cada termo, a diferenca percentual entre a
parcela atual e a parcela anterior do somatério até atingir o valor de m, n final
adotado pelo usuario. Mas, caso a diferenca percentual (em determinado valor
de m,n) fosse menor que a tolerancia escolhida pelo usuério, o algoritmo parava
0 somatorio. Entretanto, foi analisado que, conforme os valores de m,n variam,
nem sempre as diferencas percentuais dos termos das funcbes de Navier
diminuem. Para um melhor entendimento considere uma toleréncia adotada de
0,01%. Pela Tabela 2, fica evidente que o algoritmo pararia em m =7 e n =15,
mas em m = 9 e n = 1 a diferenca percentual aumenta, ficando novamente
maior que a tolerancia.

Dessa forma, quando o critério de parada é programado para ser
verificado a cada termo, a inconsisténcia nos resultados se torna evidente nos
diagramas, onde sdo notadas distorcfes. De inicio, acreditava-se que tais
distorcdes estavam relacionadas com a toleréncia adotada pelo usuario, no
entanto, observou-se que sua diminuicdo ndo necessariamente implica em um
menor nameros de distor¢des. Na Figura 40, podem ser visualizados diagramas

com tais distor¢des, cuja informacfes desses estdo contidas na Tabela 3.

Tabela 2 — Exemplo para analise do critério de parada.

m n Diferenca Percentual (%)
7 15 0,0092%
9 1 0,2207%
9 3 0,0704%

Fonte: O préprio autor (2022).

Tabela 3 — Informacdes dos diagramas contidos na Figura 40.

Diagrama Esforgos Tolerancia adotada
1 M, 0,001%
2 M, 0,0001%
3 M, 0,00001%
4 M, 0,000001%

Fonte: O préprio autor (2022).
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Figura 40 — Influéncia da tolerancia verificada a cada termo nos diagramas.

Fonte: O préprio autor (2022).

Nesse sentido, o0 algoritmo foi programado para verificar somente quando
m varia, ja que é nesse termo que a diferenca percentual sempre aumenta e as
distor¢des nos diagramas n&o acontecem. Na Figura 41, pode ser visualizado o
diagrama 1 da Figura 40 com critério de parada programado desta maneira (veja
gue desaparecem as distorcdes).

Figura 41 — Diagrama 1 da Tabela 3 com o atual critério de parada.

Fonte: O préprio autor (2022).

Especificamente para algumas fun¢bes da carga sobre regido e pontual,
foram notadas outras particularidades. Nelas o valor de m, n variam nos inteiros

(2,2,3...), de modo que, quando m ou n é par e x ou xi (x € o ponto analisado e
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xi € a coordenada em x do centro da carga) € igual a a/2 (metade da largura da
laje) o valor do termo do duplo somatorio pode resultar muito proxima a 0; por
conseguinte, a diferenga percentual também. Analogamente, acontece com y e
yi, quando um ou outro € b/2 (metade da altura). Portanto, como a verificagao é
feita s6 quando m varia, a convergéncia sempre acaba parandoemm =2en =1
nessas funcodes, conforme observado na Tabela 4.

Tal situacdo também gera distorcbes nos diagramas, principalmente,
guando se tem mais de uma carga sobre regido. Com isso, o usuario pode definir
o critério de parada apenas pelo numero final de m,n, adotando a tolerancia
igual a 0%, tendo em vista que, numericamente, dificiimente a diferenca

percentual chega exatamente em 0%.

Tabela 4 — Convergéncia nas funcdes de carga sobre regido e pontual.

m n Valor do termo Diferenca percentual (%)
1 1 34,895 -
1 2 -3E-16 0,0000%
1 3 4,8705 13,9579%
1 4 -2E-16 0,0000%
2 1 -5E-16 0,0000%

Fonte: O préprio autor (2022).

4.5 EXEMPLOS

A seguir, apresentam-se exemplos com a finalidade de comparar os
resultados (formas dos digramas e/ou valores maximos) obtidos pelo médulo
(método de Navier) com outros métodos, por exemplo, o MEF (Método dos
Elementos Finitos).

Com isso, o software RFEM 5 (DLUBAL, 2022) foi utilizado para
comparacao de resultados, sendo os modelos criados em analise linear e com
malha de elementos finitos de 5 por 5 cm para o Exemplo 1, 10 por 10 cm para
0 Exemplo 2 e 1 por 1 cm para o Exemplo 3 (tais malhas foram refinadas até

gue os valores atingissem uma convergéncia satisfatoria).

4.5.1 Exemplo 1 — Carga distribuida sobre toda a laje
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Por meio da Figura 42, nota-se os dados de uma laje de 4 lados apoiados

com dimensdes 2x4 (m) sujeita a uma carga uniforme de 2kN /m?.

Figura 42 — Detalhes do Exemplo 1.

2.000m
0 1
DADOS DA LAJE
- Modulo de elasticidade: 210.000 GPa
Q 2 kN/ Espessura da laje: 30.000 mm
< Coeficiente de Poisson: 0.300
Sair
3 2

Fonte: O préprio autor (2022).

Com a entrada desses dados no IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020),
admitindo m,n =15 e tolerancia de 0,01%, conseguimos os diagramas
apresentados na Figura 43, Figura 44 e Figura 45. Para efeito de comparacéo,
na Figura 46 tem-se o diagrama do deslocamento gerado pelo RFEM 5
(DLUBAL, 2022), o qual apresenta semelhanca com o gerado pelo modulo
(Figura 43) nas formas das curvas e seus valores. Além disso, para os valores
maximos dos esforcos e deslocamento, tem-se as comparacdes contidas nas
Tabelas 5 e 6.

Na Tabela 5, comparam-se os valores maximos de M, e M, com o Método
de Marcus tabelas classicas apresentadas, por exemplo, em Diel (2018, p.75).
Convém destacar que para a comparacdo com Método de Marcus (Tabela 5)
adotou-se v =0, jA que nao foi encontrado em nenhuma bibliografia a

comprovacédo do valor de v para tabelas do Método de Marcus, bem como por
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meio de testes acredita-se que o v =0 devido os resultados serem mais
proximos aos de Navier.

Ja na Tabela 6, tem-se a comparacéo dos valores maximos com o RFEM
5 (DLUBAL, 2022) (MEF).

Figura 43 — Diagramas do deslocamento e M,,,, do Exemplo 1.

Diagrama Deslocamento (mm)

0.0416 0.125 0.208 0.201 0.374 0.458 0.541 0.624

-1.65e-15 0.0832 0.166 N 0.250 0.333 A 0.416 0.409 0.582

Diagrama Momento Torgor - Mxy (kN*m/m)

-0.318 -0.220 -0.122 -0.0245 . 0.0734 0.171 0.260 0.367

-0.267 -0.269 -0.171 -0.0734 0.0245 0.122 0.220 0.318

Fonte: O préprio autor (2022).



Figura 44 — Diagramas do M, e M, do Exemplo 1.
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Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

0.0542 0.163 0.271 0.379 0.438 0.508 0.705 0.813

-2.71e-15 0.108 0.217 0.325 0.434 i 0.542 0.650 0.75¢

Diagrama Momento em y - My (kN*m/m)

0.0249 0.0748 0.124 0.174 0.224 0.273 0.323 0.373

-1.15e-15 0.0407 0.0004 0.149 0.190 0.240 0.2¢8 0.343

Fonte: O proprio autor (2022).




Figura 45 — Diagrama do Q, e @, do Exemplo 1.
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Diagrama Cortante em x - Qx (kN/m)

X

-1.566 -1.084 -0.602 . -0.120 0.361 0.842

-1.807 -1.325 -0.843 -0.281 0.120 0.602 1.084

Diagrama Cortante em y - Qy (kN/m)

-1.197 -0.820 -0.460 -0.0821 0.276 0.644

-1.381 -1.013 -0.644 -0.276 0.0821 i 0.450 0.829

1.325

1.013

1.566

1.197

1.807

1.381

Fonte: O proprio autor (2022).




Figura 46 — Diagrama do deslocamento gerado no RFEM 5.

Deformactes globais

uz [mm]

Max
Min

0.00000
-0.62444

0.00000
-0.05677
-0.11353
-0.17030
0.22707
-0.28383
-0.34060
-0.39737
-0.45413
-0.51080
-0.56767
-0.62444

Fonte: Adaptado do RFEM 5 (2022).

Tabela 5 — Comparac6es Navier e Marcus, v adotado como 0.

68

Momentos maximos Marcus Navier Diferenca (%)
Mx (kN * m/m) 0,757 0,772 1,943%
My (kN * m/m) 0,189 0,200 5,500%

Fonte: O proprio autor (2022).

Pela Tabela 5, observa-se que os resultados de Navier sdo préximos e

maiores aos obtidos pelo Método de Marcus.

Tabela 6 — Comparac6es do médulo (Navier) com RFEM 5 (MEF), v = 0,3.

RFEM 5 (MEF) Navier ,
Deslocamentos « y « y Diferenca
e esforgos Valor Valor (%)
(m) (m) (m) (m)

w (mm) 1 2 0,62444 1 2 0,62426 0,0288
M, (kN *m/m) 1 2 0,81347 1 2 0,81320 0,0332
M, (kN * m/m) 1 14 0,37261 1 1,32 0,37273 0,0322
1 2,60 0,37261 1 2,68 0,37273 0,0322
My, (KN * m/m) 0 4 0,37018 0 4 0,36824 0,5268
2 0 0,37018 2 0 0,36824 0,5268
Q. (kN/m) 0 2 1,86012 0 1,85 1,80706 2,9363
Qy (kN/m) 1 0 1,47879 1 0 1,37676 7,4109

Fonte: O préprio autor (2022).
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Analisando os resultados contidos na Tabela 6, para 0 momento fletor na
direcdo y (M,) e momento torsor (M,, ), os valores maximos foram comparados
em dois pontos, 0s quais as coordenadas sao simétricas em relagdo ao centro
da placa.

Nota-se que, com 0 m, n = 15, os valores maximos de deslocamento e
momento fletor na dire¢ao x (M,.) obtidos por Navier sdo semelhantes e ocorrem
nos mesmos pontos que os obtidos pelo MEF (Método dos Elementos Finitos).
Ja para o momento fletor na dire¢éo y (M,) e as cortantes (Q, e Q,) os valores
maximos nao ocorrem no mesmo ponto e ha diferencas maiores entre os valores
das cortantes.

Com isso, percebe-se que a convergéncia dessas funcdes de Navier
necessitam de altos valores finais de m, n e/ou uma baixa tolerancia. Pela Tabela
7, adotando a tolerancia como 0% e aumentando os valores finais de men,
visualiza-se a que os valores maximos obtidos pelo método de Navier passam a
ocorrer em pontos mais préximos daqueles do MEF (Tabela 6), havendo também

diminuic&o na diferenca percentual entre os métodos.

Tabela 7 — Convergéncia das funcbes de Navier.
Navier Diferenca com
MEF (Tabela 6)

Deslocamentos e

esforgos x (M) y (M) Valor %)

m,n = 35

1 1,43 0,37265 0,01073

My (ke *m/m) 1 257 0,37265 0,01073

0, (kN /m) 0 2.07 1,83712 1.25196

Q, (kN/m) 1 0 1,43366 3,14789
m,n = 50

1 1.4 0,37261 0,00000

My (ke *m/m) 1 2.6 0,37261 0,00000

0, (kN /m) 0 2 1,84437 0,85395

Q, (kN/m) 1 0 1,44654 222946
mn=75

1 1,42 0,37262 0,00268

My (leN *m/m) 1 258 0,37262 0,00268

0, (kN /m) 0 2 1,84926 0,58726

Q, (kN/m) 1 0 1,45749 1,46142

Fonte: O préprio autor (2022).
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4.5.2 Exemplo 2 — Carga distribuida sobre regido retangular

Na Figura 47, podem ser observados os dados do conjunto de cargas
trem-tipo TB450 disposto em uma laje simplesmente apoiada com dimensodes de
8x8 m.

Figura 47 — Dados do exemplo 2.

§.000m

L DADOS DA LAJE
Mddulo de elasticidade: 210.000 GPa
Espessura da laje: 30.000 cm
148204 146204 146204 Coeficiente de Poisson: 0.000
5 E E
3 < = DADOS DO TREM-TIPO
146204 146204 146204 Espessura do pavimento: 0.0500 m

LG KN/mE  KNIE

Cargas das rodas em: 0.716 x 0.716 m

Sair
KN/

3 2

Fonte: O proprio autor (2022).

Na Tabela 8, pode ser visualizada a diferenca entre os resultados de
Navier com o software T-Riisch (KHOURI; SERAPIAO; CARDOSO JUNIOR,
[20?7]), que utiliza o método de Risch (1965) para o calculo dos momentos
fletores gerados pelo conjunto de carga do trem-tipo TB450. J& na Tabela 9, tem-
se a comparacao entre os resultados de Navier com o software RFEM 5
(DLUBAL, 2022).

Para obtencéo dos resultados de Navier, foi considerado espagamento
entre 0os pontos igual a 0,1m; tolerancia de 0% (para o algoritmo considerar

apenas os valores finais de m, n); numero final de m, n igual a 50.

Tabela 8 — Comparacdo dos valores maximos entre Navier e T- Risch.

Esforcos T-Risch Navier Diferenca (%)
Mx (kN * m/m) 44,747 45,335 1,297
My (kN * m/m) 46,585 47,433 1,787

Fonte: O proprio autor (2022).
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Observa-se, conforme a Tabela 8, que as diferencgas percentuais entre 0s
valores dos momentos fletores de Navier e as tabelas de Rusch (1965) sdo

pequenas.

Tabela 9 — Comparacéo com o RFEM 5 (MEF).

RFEM 5 (MEF) Navier .
Deslocamentos « y « y Diferenca
e esforgos Valor Valor %
) (m) (m (m) 0
w (mm) 400 4,00 0,6020 4,00 4,00 0,6019 0,0266
M, 4,00 3,40 4573913 4,00 3,50 45,3345  0,1252

(kN *m/m) 4,00 4,60 45,3913 4,00 4,50 45,3345 0,1252

M, 4,00 3,10 47,4356 4,00 3,10 47,4327 0,0060
(kN xm/m) 4,00 4,90 47,4356 4,00 4,90 47,4327 0,0060
M,, 0,00 8,00 43,0489 0,00 0,00 43,0188 0,0700
(kN «m/m) 8,00 8,00 43,0489 8,00 8,00 43,0188 0,0700
Q, 2,10 3,00 45,0291 2,10 3,10 45,0723 0,0959

(kN /m) 2,10 5,00 45,0291 2,10 4,90 45,0723 0,0959
Qy 4,00 2,60 41,2213 4,00 2,60 41,3114 0,2182

(kN /m) 400 540 41,2213 4,00 2,60 41,3114 0,2182
Fonte: O proprio autor (2022).

Percebe-se na Tabela 9 que, o médulo (Navier) resulta valores maximos
préximos aos obtidos pelo RFEM 5 (DLUBAL, 2022). Cabe destacar que as
coordenadas dos valores maximos dos métodos (Navier e MEF) sdo idénticas.

Da Figura 48 a Figura 50, visualizam-se os diagramas gerados pelo
modulo de Navier (aqui apresentado) do IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020). A fim
de comparacéo, na Figura 51, tem-se o diagrama do momento fletor na direcédo
x e na diregcdo y gerados pelo RFEM 5 (DLUBAL, 2022), sendo notéria a

semelhanca das curvas.



Figura 48 — Diagrama do deslocamento e de M,, do Exemplo 2.
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Diagrama Deslocamento (mm)

0.04012 0.1204 0.2008 0.2800 0.2511 0.4414 0.5218 0.6019

8.028e-33 0.08025 0.1605 0.2407 0.3210 - 0.4012 0.4815 0.5617

Diagrama Momento Torgor - Mxy (kN*m/m)

T

T
ddaee

-37.2830 -25.8113 -14.3306 -2.8679 £.80338 20.0754 31.5471 43.0182

8 i =
-43.0128 -31.5471 -20.0754 -3.6038 2.3679 14.3308 258113 37.2830

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 49 — Diagramas do M, e M, do Exemplo 2.

Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

3.0223 9.0668 15.1115 21.1561 27.2007 33.2453 30.2800 45.3345

-2.508e-15 5.0445 12.0802 18.1238 24.1784 30.2220 38.2676 42.3122

Diagrama Momento em y - My (kN*m/m)

3.1622 9.4365 15.8108 22.1353 _28.4586 34.7840 41.1084 47.4327

2.303e-20 6.2244 12.6487 ; 9731 252)97:‘:“ - 21.6218 37.0462 442706

Fonte: O proprio autor (2022).




Figura 50 — Diagrama da Q,. e Q,, do Exemplo 2.
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Diagrama Cortante em x - Qx (kN/m)

-30.0627 -27.0434 -15.0241 -3.0048 9.0145 21.0338

-45.0723 -33.0530 -21.0338 -0.0145 3.0048 15.0241 27.0434

Diagrama Cortante emy - Qy (kN/m)

4] g
-35.8032 -24.7869 -13.7705 -2.7541 8.2623 19.2787

413114 -30.2051 -19.2787 32623 27541 13.7705 247860

33.0530

20.2051

39.0627

35.8032

45.0723

41.3114

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 51 — Diagrama do momento em x e y do exemplo 2, gerado no RFEM 5.

Momento fletor na direcao x

Basic Internal Forces
rmx [kMm/m)
45.39135
41.26314
37.13492
33.00670
28.87849
2475027
20.62206
16.45384
12.36562
8.23741
410919
-0.01302

Max : 4539135
Min : -0.01902

Momento fletor na direcao y

Basic Internal Forces
my [kNm/m]
47.43555
4312150
38.80745
3449339
30.17934
25,86529
21.55124
17.23719
1292313
8.60908
4.29503
-0.01902

Max : 47.43555
Min : -0,01902

Fonte: RFEM 5 (DLUBAL, 2022).
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4.5.3 Exemplo 3 — Carga pontual
Na Figura 52, apresentam-se os dados do Exemplo 3: uma laje
quadriapoiada com dimensodes de 2x4 (m) sujeita a uma carga pontual de 16 kN,

posicionada no centro da laje.

Figura 52 — Dados do Exemplo 3.

2.000m
0 1
DADOS DA LAJE
e Mddulo de elasticidade: 210.000 GPa
S 15®kN Espessura da laje: 30.000 mm
g Coeficiente de Poisson: 0.300
Sair
3 2

Fonte: O préprio autor (2022).

Tais dados foram inseridos no IFESTRUT-LAJES e os parametros
considerados foram: espacamento entre os pontos igual a 0,01m, tolerancia de
0% (para o algoritmo considerar apenas os valores finais de m,n) e nimero final
de m,n igual a 50.

Por meio da Tabela 10, nota-se a comparacéao entre os resultados obtidos
pelo moédulo do IFESTRUT-LAJES (Navier) com o software RFEM 5 (DLUBAL,
2022) que utiliza o MEF. Os diagramas gerados pelo modulo de Navier (aqui
apresentado), podem ser observados nas Figuras 53, 54 e 55. Na Figura 56, a
fim de comparacao, tem-se o diagrama do deslocamento gerado no RFEM 5
(DLUBAL, 2022).



Figura 53 — Diagramas do deslocamento e M,,,, do Exemplo 3.
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Diagrama Deslocamento (mm)

0.136 0.407 0.679 0.850 1222 1.403 1.764 2.028

-4.55e-15 0271 0.542 0.814 1.028 1.357 1.620 1.000

Diagrama Momento Torgor - Mxy (kN*m/m)

-0.556 -0.285 -0.214 -0.0428 0.128 0.200 0.470 0.642

-0.642 -0.470 -0.200 -0.128 0.0428 0.214 0.385 0.556

Fonte: O préprio autor (2022).




Figura 54 — Diagramas do M, e M, do Exemplo 3.
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Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

0.400 1.408 2.497 3.406 4.405 5.404 5.402 7.402

-5.07e-15 0.0e0 1.e88 2.907 3.006 4004 5.903 6.082

Diagrama Momento em y - My (kN*m/m)

0.379 1.227 2.076 2025 3.773 4.622 5.470 6.319

0.0453 0.803 1652 2500 3349 4.107 5045 5.804

Fonte: O proprio autor (2022).




Figura 55 — Diagrama do Q, e @, do Exemplo 3.
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Diagrama Cortante em x - Qx (kN/m)

X

b1

-50.202 -41.679 -23.155 -4.631 13.803 32.417

-60.454 -50.940 -32.417 -13.883 4.631 23.155 41679

Diagrama Cortante emy - Qy (kN/m)

X
Y
5
ted
o
-51.418 -35.507 -10.776 -3.055 11.856 27 687
-50.320 -43.508 -27.687 -11.888 3.055 10.776 T 35507

50.840

43.508

60.202

51.418

50.464

Fonte: O préprio autor (2022).
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Figura 56 — Diagrama do deslocamento gerado no RFEM 5.
[ =lobal Deformations

Lz [mrn]

Max

Fonte: RFEM 5 (DLUBAL, 2022).

0.00000
Min : -2.03383

0.00000
40.18535
0.37071
4055606
0.74141
-0.92676
-1.11212
-1.29747
-1.45282
-1.66818
-1.85353
-2.03338

Tabela 10 — Comparacdes do modulo (Navier) com RFEM 5 (MEF) ; m,n = 50.

RFEM 5 (MEF) Navier .
Deslocfamentos « y « y leegenc;a
€ esforcos m (M) Valor m)  (m) Valor (%)
w (mm) 1,00 2,00 2,03685 1,00 2,00 2,03586 0,04863
My 1,00 2,00 7,26864 1,00 2,00 7,49160 2,97613
(kN *m/m)
My 1,00 2,00 5,70468 1,00 2,00 6,31852 9,71493
(kN *m/m)
M, 0,00 2,85 0,64199 0,00 2,83 0,64158 0,06390
(kN *m/m) 199 1,15 0,64200 2,00 1,17 0,64158 0,06546
Q, 0,95 2,00 61,5847 0,97 2,00 69,4643 11,34339
(kN /m) 1,05 2,00 61,5847 1,03 2,00 69,4643 11,34339
Qy 1,00 195 61,4848 1,00 1,94 59,3289 3,63372
(kN /m) 1,00 2,05 61,4848 1,00 2,06 59,3289 3,63372

Fonte: O préprio autor (2022).

Na Tabela 10, observa-se que as diferencas percentuais do deslocamento

€ 0 momento torcor Sao pequenas, entretanto, quanto aos momentos fletores e

cortantes nas duas direcdes (x e y), as diferencas percentuais sdo maiores.

O motivo de tal discrepancia, conforme Szilard (2004), se deve ao fato

gue a convergéncia na vizinhanca da carga sera lenta e no ponto de aplicacéo
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da carga, onde ocorreram 0s maximos momentos fletores e cortantes neste
exemplo, nunca sera alcancada.

Mesmo que o numero final de m, n seja aumentado, a diferenc¢a percentual
nao diminui. Na Tabela 11, observa-se que m,n foi definido como 75 e a

diferenca até aumentou para tais esforcos.

Tabela 11 — Comparacg6es do médulo (Navier) com RFEM 5 (MEF); m,n = 75.

RFEM 5 (MEF) Navier .
Deslocamentos y « y Diferenca
e esforcos Valor Valor %
m (m) m  (m) 0
Mx 1,00 2,00 7,26864 1,00 2,00 8,18455 11,19072
(kN *m/m)
My 1,00 2,00 5,70468 1,00 2,00 7,01149 18,63812
(kN *m/m)
Q, 0,95 2,00 61,5847 0,97 2,00 93,7674 34,32184
(kN /m) 1,05 2,00 61,5847 1,03 2,00 93,7674 34,32184
Qy 1,00 1,95 61,4848 1 1,96 90,2713 31,88887

(kN /m) 1,00 2,05 61,4848 1 2,04 90,2713 31,88887
Fonte: O préprio autor (2022).

Na Tabela 12, a fim de comparacao, se escolheu outro ponto (diferente
do da aplicacdo da carga) para analisar as diferencas percentuais, mantendo
m,n como 75 e analisando o ponto (0,8;1) m. As diferencas percentuais se

apresentaram mu ito menores.

Tabela 12 — Analise comparativa entre 0 modulo e RFEM em outro ponto.
RFEM 5 (MEF) Navier

Deslocamentos y « y Diferenca
e esforgos Valor Valor %
m (m) m (m) 0
My 0,80 1,00 1,12265 0,80 1,00 1,12258 0,00624
(kN *m/m)
My 0,80 1,00 0,13868 0,80 1,00 0,13914 0,33060
(kN *m/m)
Q. 0,80 1,00 0,54880 0,80 1,00 0,55207 0,59232
(kN /m) 0,80 3,00 0,54880 0,80 3,00 0,55207 0,59232
Qy 0,80 1,00 1,68797 0,80 1,00 1,65949 1,71619

(kN /m) 0,80 3,00 1,68797 0,80 3,00 1,65949 1,71619
Fonte: O préprio autor (2022).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

As funcbes algébricas ndo encontradas explicitamente na bibliografia
foram explicitadas e implementadas computacionalmente no médulo.

O algoritmo criado para plotagem dos diagramas se mostra eficaz ndo sé
por ser genérico (utilizado por todas as fungbes algébricas), mas também por
permitir ao usuario fazer mudancgas nos intervalos de cores.

O relatério elaborado computacionalmente segue a filosofia do grupo
NEVE, contendo a explicacdo do método de Navier e todos os passos de
resolucao algébrica e numérica.

Tendo em vista os resultados obtidos, em geral satisfatérios, o mddulo
implementado no IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) comprova que a proposta
inicial foi conquistada. Portanto, o software podera auxiliar os usuarios com a
exibicdo dos calculos, de modo que alunos poderao utiliza-lo como material de
estudo, professores como elemento auxiliador na metodologia de ensino e

profissionais na andlise estrutural de lajes.
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APENDICE A — PARTE DO CODIGO JAVASCRIPT PARA ELABORACAO
DO RELATORIO

Nas Figuras 57 e 58, tem-se parte do cédigo JavaScript que faz a
captacdo dos dados de entrada do usudrio e incorpora no array content do objeto
docDefinition, o qual é o utilizado pelo PDFMake (PAMPUCH; M., 2020) para

montagem do arquivo PDF.

Figura 57 — Cédigo que gera a tabela dos dados dos apoios do relatorio.

(let index = 9; index < 3; index++) {

array = index == @ ? apoiada : index == 1 ? livre

== 2 ? engaste : null;

nomeApoio = index == © ? "Apoiada’ : index == 1 ?

: index == 2 ? 'Engaste’' : null;

for (let index = @; index < array.length; index++
) {

dadosApoios.push({ 'Tipo de apoio’': String(no

meApoio), 'Indice’': String(index), ‘Lado’: String(array[i
ndex].lado) });

}

}

docDefinition.content.push({
text: ["\n\n\n\n\n",
{ text: 'APOIOS', pageBreak: 'after', style:
‘titulo2', }, '\n’,
1,

i

docDefinition.content.push(table(dadosApoios, ['Tipo
de apoio’,
'Indice’, 'Lado'], 'apoios'));

Fonte: O préprio autor (2022).
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Figura 58 — Cddigo que gera a tabela dos dados das cargas pontuais.

if (cargapontual.length>=1){
for (let index = @; index < cargapontual.length;
index++) {
dadosCargapt.push({ 'Indice': String(index+1
), 'x (m)': String(precisaomelhor(cargapontual[index].xre
1)), 'y (m)': String(precisaomelhor(cargapontual[index].y
rel)), 'Modulo (kN)': String(precisaomelhor(cargapontual[
index].modulo * transforca(cargapontual[index].unidade)))

s
}

docDefinition.content.push({
text: [
‘\n*,
{ text: 'CARGA PONTUAL', style:'titulo2’

1,

1)
docDefinition.content.push(table(dadosCargapt, [

Indice', 'x (m)", 'y (m)', 'Médulo (kN)'],'cp'));
}

Fonte: O préprio autor (2022).

Na Figura 59, nota-se parte do codigo JavaScript que pega os resultados
obtidos e os arranja de modo a montar um array chamado tabelaResumo que

sera incorporada no array content do objeto docDefinition.



Figura 59 — Cédigo que gera a tabela resumo do relatério.

docDefinition.content.push(
{
text:[
{ text: "\nRESUMO DOS VALORES DE DESLOCAM
ENTO E ESFORCOS®', style: “titulo2® }, "\n",
{ text: "\nNa ', style: '"texts'},
{ text: 'Tabela '+ (numTable+1), 1linkToDe
stination: 'Tabela ' + (numTable + 1), style: 'texts'},
{ text: ', pode ser visualizados o resumo
do valor de deslocamento e esfor¢os internos para o ponto
analisado.\n\n' , style:'texts'},

1
}
)s

tabelaResumo = []

tabelaResumo.push({ "x (m)': String(precisaomelho
r(coordXPDF)),

'y (m)': String(precisaomelhor(coordYPDF)),

'w (mm)": String(precisaomelhor(valuefn[©]*1660

))s
*Mx(kN*m/m) ' : String(precisaomelhor(valuefn[1])),

‘My (kN*m/m)': String(precisaomelhor(valuefn[2

1),
'Mxy(kN*m/m) ' : String(precisaomelhor(valuefn[3

1),
'Qx (kN/m)': String(precisaomelhor(valuefn[4])),
'Qy (kN/m)': String(precisaomelhor(valuefn[5])),
1)
docDefinition.content.push(table(tabelaResumo, [
x (m)*,'y (m)","w (mm)", Mx(kN*m/m)", "My (kN*m/m)","Mxy(k
N*m/m) ", "Qx (kN/m) ", 'Qy (kN/m)"], 'Resumo do Deslocamento
e Esforcos'));

Fonte: O préprio autor (2022).
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APENDICE B — RELATORIO DO EXEMPLO 1 do item 4.5

O relatério do Exemplo 1 do item 4.5 pode ser visualizado na Figura 60,
com os parametros de calculo: espacamento entre os pontos de 0,01m; m,n =

15 e tolerancia de 0,01%; ponto analisado = (1,2) m.

Figura 60 — Relatorio detalhado do Exemplo 1 descrito no item 4.5.
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DADOS DE ENTRADA

OBSERVAGOES GERAIS:

» Os indices sdo ordenados de acordo com a insergdo dos elementos;
e Todas as coordenadas "x,y" sdo em relacédo ao vértice 0 da laje, sendo as orientacdes

dos eixos observadas no canto superior esquerdo da Figura 1;

¢ Asresolugbes de equagdes consideraram todas as casas decimais de suas variaveis.

Entretanto, nas tabelas os valores serdo mostrados com a quantidade de algarismos
significativos escolhida (3).

Na Figura 1 podem ser vistos todos os elementos inseridos na laje.

Figura 1 - Tela de Entrada.

X
2.000m
1

1.000m
\\
\ 5
N N
\ <
%

w
N

A partir daqui, o relatério utilizara o sistema kN-m, mostrando os valores convertidos em relagédo

aos dados de entrada do usuario.

LAJE
Tabela 7 - Propriedades da Laje.

(kN/m?2)

Mddulo de elasticidade(E) | Espessura da laje(h) (m) Coeficiente de Poisson(v)

210000000.000 0.0300 0.300
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ViNcuLoSs
Tabela 2 - Dados dos apoios.
Tipo de vinculo indice Lado
Apoio 0 0-1
Apoio 1 1-2
Apoio 2 2-3
Apoio 3 3-0
CARGA SOBRE TODA LAJE

Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabela 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.

indice Médulo (KN/m?)

0 2.000

INTRODUGAO TEORICA - METODO DE NAVIER

0 Método de Navier consiste em determinar uma solug&o algébrica para a Equagdo de Lagrange,
uma equagéo diferencial que estabelece o comportamento fisico de uma placa, desde que se
tenha as condigbes de contorno (DIAS, 2019). Para lajes com espessuras muito menores do que
as outras dimensdes pode- se, conforme Szilard (2004), considera- las em um sistema de
coordenadas (xy).

Com as Teorias da Elasticidade e de Kirchhoff, o equilibrio de um elemento infinitesimal
conforme, na Figura 2, resulta nas seguintes relagbes diferenciais de esforgos internos:
momentos fletores (1) e (2); momento torgor (3); forgas de cisalhamento transversais (4) e (5)
(SZILARD, 2004).

Figura 2 - Equilibrio de possiveis agdes

Fonte: Soares, 2074.
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Vale ressaltar que a Teoria de Kirchhoff estabelece algumas hipdteses, como:
+ Material da placa é homogéneo, isotrépico e obedece a lei de Hooke;
* 0Os deslocamentos transversais sdo pequenos comparados com a espessura da placa;
* Astensdes na dire¢do z sdo despreziveis;
* A segdo plana e perpendicular a superficie média, permanece plana e perpendicular a
superficie média apoés a flexdo.

Dessa forma com as relagdes de (1) a (5), classicamente se desenvolve a Equacao de Lagrange,
mostrada, por exemplo, em Dias (2019), em coordenadas cartesianas (6).

Pw PPw (m
ﬂf.l. = _D |:07 le]
&w &*w (2)
My = — —
Iy b [(‘);j" y(’)mz]
Pw (3)
Mzy = —D(1 —
Y ( V) [B:J'By]
J [0*w 9w (4)
d [Pw Pw (5)
o = ~Dg |7 + V]
?%: Lo 8:-&‘- + (’?4"‘1" _p (x,y) (6)
ort or2oy? oyt D
3
12(1 - 2

Navier em 1820 apresenta a solugdo para Equagdo de Lagrange (8), conforme Timoshenko
(1953, p. 121), no intuito de obter a deflexdo de placas retangulares simplesmente apoiadas
(condigcdo de contorno) e similarmente a (9) para a carga sobre a laje. Ambas as fungbes sdo
séries duplas trigonométricas e obedecem as condigdes de contorno, deslocamentos e
momentos fletores nulos nos bordos, de modo que os senos sdo nulos quando x ou y assumem
o valor 0 (vértice superior esquerdo) ou respectivamente, "a" (dimenséo da laje paralela a x) e
"b" (dimensao da laje paralela a y) (SZILARD, 2004).

) 1 e mrr Ny (8)
w(z,y) = vy Z Z Whnn * SEN——S§eN—=
m=1 n=1
1 = mrr  nmy 9)
plz,y) = prys z Z P+ Sen——sen—-=

m=1 n=1
Substituindo (9) e (8) em (6) temos:
DPmn (1 O)

w0 [(2) + ()]

Com isso, (10) em (8) obtém- se a funcdo de deflexdo genérica para lajes retangulares
simplesmente apoiadas:

Wmn =
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mmxr nmy

1 o P 11
w (z,y) 4DZZP sen™rE srr; i (11)
DI [ 0]

=

Onde pmn € o coeficiente da carga:

mrr  nmwy (12)
Prn = p(z,y)sen sen duly
(tb Jo @

b

Em que:

w — fungdo do deslocamento transversal da placa;
D — rigidez da placa, equagéo (7);

E — mddulo de elasticidade;

t — espessura da placa;

v — coeficiente de Poisson;

p(x,y) — funcéo da carga sobre a placa;

m,n — numeros inteiros.

RESOLUGAO ALGEBRICA

Para uma laje simplesmente apoiada tem-se a fungdo do deslocamento genérica (11) e o
coeficiente de carga genérica (12).

FUNGOES REFERENTES A CARGA DISTRIBUIDA UNIFORMEMENTE SOBRE TODA
LAJE

Como a laje esta sujeita a uma carga qo uniformemente distribuida (constante sobre toda laje),
ela ndo depende de x ey:

plr,y) = o (13)
Substituindo (13) em (12), conseguimos o coeficiente (pmn) para tal carga:

Pmn = % (14)
C mmn

Substituindo (14) em (11) , obtemos a fungdo algébrica do deslocamento de uma laje
simplesmente apoiada sujeita a uma carga distribuida uniformemente:

16(10 Xx: 00 sen I ‘)F’Tl,— (1 5)
™D i mn [(ﬂ)z + (%)2} 2

a
Tendo a fungdo do deslocamento, conseguimos as fungdes dos esforgos internos por meio das
relagdes de (1) a (5).

Substituindo (15) em (1) e desenvolvendo, obtemos a funcdo algébrica do momento fletor na
direcdo x para tal carga (16). Analogamente, conquistamos a funcdo algébrica do momento
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fletor na dire¢do y (17), a do momento torgor (18), a da cortante na diregdo x (19), a da
cortante na dire¢do y (20) . Observe que para tais funcgdes, devido a carga uniformemente
distribuida sobre toda laje, os valores de m e n variam nos numeros impares.

oo oo oy T nmi - 21 (1 6)
L 16q, sen™ = sen ( ) +u( ) |
Mz(r,y) = i %:; . [(%)z R (%)2]2
1(}(;0 o 20 sentigen Tl ('—;) + v (’")27 (17)

a b
R [ )
- ]()!'1‘(, — (()5”'_'(0.’m (18)
May(z,y) = T rtab Z”:ZZ {(m) +( )2]3
a b

!H.TFL

Qx(x,y) 16‘1”22—‘{“ +( 32} )
m n a b

16¢s o~ xom S€N™TE cos Y (20)

w0 22 T ()]

RESULTADOS

Qy (x,y) =

OPGOES DOS DIAGRAMAS/FUNGOES

Os critérios de parada das fungdes algébricas utilizados pelo software séo:

* O ndmero maximo de m e n(15);
» A diferenca percentual entre termos(0.01%).

'm" varia, ja que foi observado que nas fungbes

A diferenca percentual é verificada sempre que 'm
de Navier as diferengas percentuais nem sempre diminuem conforme m,n variam, quando "m
varia a diferenga percentual aumenta.

Caso o software, a medida que m varia, encontre a tolerancia adotada ele para o somatario.
0 valor do espacamento entre os pontos (0.01 m) também define o quadrado de influéncia de

cada ponto, ou seja, caso o espagamento entre os pontos fosse 1 m cada ponto seria
representado por um quadrado de dimensdes de 1x1 m.

RESOLUGAO NUMERICA DO PONTO ESCOLHIDO

A coordenada escolhida, pelo usuério, do ponto a ser analisado é: (1,2)m.

Observagdes:
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¢ Nas fungbes das cargas sobre regido e pontual, o duplo somatdrio contém
caracteristicas da carga, por exemplo, suas dimensdes e posigdo. Na resolugao, afim
de simplificar e padronizar, o modulo que também é uma caracteristica da carga,
multiplicara o valor de cada termo do somatério;

« Vale ressaltar que nas tabelas os resultados sdo mostrados de acordo com a
quantidade de algarismos significativos escolhido (3), entretanto, os calculos internos
utilizam todas casas decimais possiveis;

* Considere ZZu como sendo a notagao referente ao duplo somatdrio presente nas

"

fungdes e "u" sua respectiva expresséo.

No Apéndice A, pode ser observado como resolver um duplo somatério.

DESLOCAMENTO - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA SOBRE TODA LAJE

O deslocamento gerado pela carga uniformemente distribuida é definido pela fungéo (15). Por
meio da Tabela 4 é possivel visualizar o valor do somatdrio e da diferenga percentual, conforme

variam os valores de m,n.

Tabela 4 - Resolugéo do Duplo Somatério da Funcéo do Deslocamento.

m n qo*u ZIqo*u (kN*m?) | Diferenga Percentual
(%)
1 1 20.480 20.480 -
1 3 -1.010 19.470 4.931
1 5 0.122 19.592 0.625
1 7 -0.0260 19.566 0.133
1 9 0.00787 19.574 0.0402
1 11 -0.00298 19.571 0.0152
1 13 0.00132 19.572 0.00672
1 15 -0.000651 19.571 0.00333
3 1 -0.125 19.447 0.637
3 3 0.0281 19.475 0.144
3 5 -0.00917 19.466 0.0471
3 7 0.00337 19.469 0.0173
3 9 -0.00139 19.468 0.00712
3 11 0.000629 19.468 0.00323
3 13 -0.000312 19.468 0.00160
3 15 0.000167 19.468 0.000858
5 1 0.0100 19.478 0.0516
5 3 -0.00287 19.475 0.0147
5 5 0.00131 19.477 0.00673
5 7 -0.000659 19.476 0.00338
5 9 0.000347 19.476 0.00178
5 11 -0.000191 19.476 0.000979
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m n qo*u ¥3qo*u (kN*m?) Diferenga Percentual
(%)

5 13 0.000109 19.476 0.000559

5 15 -0.0000646 19.476 0.000332

Conforme visualizado na Tabela 4 o somatério foi parado pelo critério da diferenga percentual.
Célculo das constantes de (15):

0O valor de D é conseguido por meio de (7):
D = (210000000*(0.033))/(12*(1-0.3*2) = 519.231 [kN*m]

Constante da fungao:
(16)/((m*6)*D) = (16)/((*6)*519.231) = 0.0000321 [1/(kN*m)]

¥qo*u (conforme visualizado na Tabela) = 19.476 [kN*m?]

Valor de w(1,2):
w(1,2) = 0.0000321*19.476 = 0.000624 m

MOMENTO FLETOR NA DIREGAO X - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA
SOBRE TODA LAJE

0 momento fletor na diregdo x gerado pela carga uniformemente distribuida é definido pela
fungdo (16). Por meio da Tabela 5 é possivel visualizar o valor do somatério e da diferenca

percentual, conforme variam os valores de m,n.

Tabela 5 - Resolugdo do Duplo Somatério da Fungdo do Momento na Direcao X.

m n qo*u I¥qo*u (kN*m/m) Diferenqez P)ercentual
%
1 1 5.504 5.504 -
1 3 -0.423 5.081 7.683
1 5 0.0875 5.169 1.722
1 7 -0.0304 5.138 0.589
1 9 0.0139 5.152 0.271
1 11 -0.00750 5.145 0.146
1 13 0.00450 5.149 0.0874
1 15 -0.00291 5.146 0.0565
3 1 -0.283 4.863 5.496
3 3 0.0680 4,931 1.397
3 5 -0.0249 4.906 0.506
3 7 0.0107 4917 0.218
3 9 -0.00522 4912 0.106
3 11 0.00284 4915 0.0579

8de 25




97

m n qo*u 2rqo*u (KN*m/m) Difereng:az P)ercentual
%

3 13 -0.00169 4913 0.0344
3 15 0.00108 4914 0.0220
5 1 0.0629 4977 1.281
5 3 -0.0184 4,959 0.371
5 5 0.00881 4967 0.178
5 7 -0.00472 4,963 0.0951
5 9 0.00270 4,965 0.0544
5 11 -0.00162 4964 0.0327
5 13 0.00103 4965 0.0207
5 15 -0.000677 4.964 0.0136
7 1 -0.0231 4.941 0.466
7 3 0.00720 4.948 0.146
7 5 -0.00381 4.944 0.0770
7 7 0.00229 4.947 0.0464
7 9 -0.00146 4,945 0.0295
7 11 0.000961 4.946 0.0194
7 13 -0.000651 4.946 0.0132
7 15 0.000453 4.946 0.00916
9 1 0.0109 4,957 0.221
9 3 -0.00349 4,953 0.0704
9 5 0.00194 4955 0.0391
9 7 -0.00124 4954 0.0250
9 9 0.000839 4955 0.0169
9 11 -0.000588 4954 0.0119
9 13 0.000422 4,955 0.00851
9 15 -0.000308 4,954 0.00621
11 1 -0.00599 4,948 0.121
11 3 0.00194 4,950 0.0392
11 5 -0.00110 4,949 0.0223
11 7 0.000730 4.950 0.0147
11 9 -0.000515 4950 0.0704
11 11 0.000376 4,950 0.00760
11 13 -0.000281 4,950 0.00567
11 15 0.000213 4,950 0.00430
13 1 0.00363 4,953 0.0734
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m n qo*u 33qo*u (kN*m/m) | Diferenga Percentual
(%)

13 3 -0.00119 4,952 0.0240
13 5 0.000685 4,953 0.0138
13 7 -0.000462 4,952 0.00933
13 9 0.000334 4.953 0.00675
13 11 -0.000251 4.953 0.00507
13 13 0.000193 4,953 0.00389
13 15 -0.000150 4,953 0.00303
15 1 -0.00237 4.950 0.0478
15 3 0.000777 4.951 0.0157
15 5 -0.000453 4.951 0.00914
15 7 0.000310 4.951 0.00625
15 9 -0.000228 4.951 0.00460
15 11 0.000174 4.951 0.00352
15 13 -0.000137 4.951 0.00276

Conforme visualizado na Tabela 5 o somatério foi parado pelo critério dos nimeros finais de
m,n.

Célculo das constantes de (16):

Constante da fungéo:
(16)/(*4) = 0.164

I3qo*u (conforme visualizado na Tabela) = 4.951 [kN*m/m]

Valor de mx(1,2):
mx(1,2) = 0.164*4.951 = 0.813 kN*m/m

MOMENTO FLETOR NA DIREGAO Y - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA
SOBRE TODA LAJE

0 momento fletor na direcdo y gerado pela carga uniformemente distribuida é definido pela
fungdo (17). Por meio da Tabela 6 é possivel visualizar o valor do somatoério e da diferenga
percentual, conforme variam os valores de m,n.

Tabela 6 - Resolugdo do Duplo Somatdrio da Fungdo do Momento na Diregdo y.

m n qo*u X¥qo*u (kN*m/m) | Diferenga Percentual
(%)

1 1 2.816 2.816 -

1 3 -0.644 2.172 22.862

1 0.199 2.372 9.179
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m n qo*u 2iqo*u (KN*m/m) Difereng:az P)ercentual
%
1 7 -0.0817 2.290 3.445
1 9 0.0405 2.330 1.767
1 11 -0.0228 2.308 0.976
1 13 0.0140 2.322 0.607
1 15 -0.00920 2.312 0.396
3 1 -0.0919 2.220 3.976
3 3 0.0348 2.255 1.566
3 5 -0.0205 2.235 0.910
3 7 0.0126 2.247 0.564
3 9 -0.00795 2.239 0.354
3 11 0.00519 2.245 0.232
3 13 -0.00351 2.241 0.156
3 15 0.00246 2.243 0.110
5 1 0.0194 2.263 0.867
5 3 -0.00700 2.256 0.309
5 5 0.00451 2.260 0.200
5 7 -0.00325 2.257 0.144
5 9 0.00241 2.260 0.107
5 11 -0.00180 2.258 0.0796
5 13 0.00135 2.259 0.0600
5 15 -0.00703 2.258 0.0456
7 1 -0.00704 2.251 0.312
7 3 0.00246 2.254 0.109
7 5 -0.00157 2.252 0.0696
7 7 0.00117 2.253 0.0521
7 9 -0.000925 2.252 0.0411
7 11 0.000744 2.253 0.0330
7 13 -0.000601 2.252 0.0267
7 15 0.000488 2.253 0.0217
9 1 0.00331 2.256 0.147
9 3 -0.00114 2.255 0.0503
9 5 0.000713 2.256 0.0316
9 7 -0.000534 2.255 0.0237
9 9 0.000429 2.256 0.0190
9 11 -0.000356 2.255 0.0158
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m n qo*u 33qo*u (kN*m/m) | Diferenga Percentual
(%)

9 13 0.000300 2.256 0.0133
9 15 -0.000253 2.255 0.0112
11 1 -0.00181 2.254 0.0802
11 3 0.000615 2.254 0.0273
11 5 -0.000382 2.254 0.0170
11 7 0.000284 2.254 0.0126
11 9 -0.000229 2.254 0.0102
11 11 0.000192 2.254 0.00853
11 13 -0.000165 2.254 0.00732
11 15 0.000143 2.254 0.00634
13 1 0.00109 2.255 0.0486
13 3 -0.000370 2.255 0.0164
13 5 0.000228 2.255 0.0101
13 7 -0.000168 2.255 0.00747
13 9 0.000135 2.255 0.00601
13 11 -0.000114 2.255 0.00506
13 13 0.0000986 2.255 0.00437
13 15 -0.0000865 2.255 0.00384
15 1 -0.000712 2.254 0.0316
15 3 0.000240 2.254 0.0107
15 5 -0.000147 2.254 0.00653
15 7 0.000108 2.254 0.00479
15 9 -0.0000865 2.254 0.00384
15 11 0.0000727 2.254 0.00323
15 13 -0.0000630 2.254 0.00280

Conforme visualizado na Tabela 6 o somatorio foi parado pelo critério dos nimeros finais de
m,n.

Célculo das constantes de (17):

Constante da fungéo:
(16)/(*4) = 0.164

TZqo*u (conforme visualizado na Tabela) = 2.254 [KN*m/m]

Valor de my(1,2):
my(1,2) = 0.164*2.254 = 0.370 kN*m/m

12de 25




101

MOMENTO TORGOR - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA SOBRE TODA LAJE
O momento torgor gerado pela carga uniformemente distribuida é definido pela fungédo (18). Por
meio da Tabela 7 é possivel visualizar o valor do somatério e da diferenga percentual, conforme
variam os valores de m,n.

Tabela 7 - Resolugado do Duplo Somatdrio da Fungdo do Momento Torgor.

m n qo*u Trqo*u (kN*m3) Diferenga Percentual
(%)
1 1 7.68e-32 7.68e-32 -
1 3 -3.47e-32 4.27e-32 44,379
1 5 1.14e-32 5.41e-32 26.722
1 7 -4.78e-33 4.93e-32 8.839
1 9 2.39e-33 5.17e-32 4.847
1 11 -4.92e-33 4.68e-32 9.502
1 13 -1.03e-33 4.58e-32 2.194
1 15 -1.61e-33 4.42e-32 3.519
3 1 -4.21e-33 4.00e-32 9.522
3 3 8.53e-33 4.85e-32 21.346
3 5 -7.74e-33 4.08e-32 15.955
3 7 5.58e-33 4.63e-32 13.688
3 9 -3.79e-33 4.26e-32 8.170
3 11 9.35e-33 5.19e-32 21.966
3 13 2.19e-33 5.41e-32 4227
3 15 3.72e-33 5.78e-32 6.878
5 1 9.47e-34 5.88e-32 1.627
5 3 -2.42e-33 5.63e-32 4.125
5 5 3.07e-33 5.94e-32 5.452
5 7 -3.03e-33 5.64e-32 5.094
5 9 2.64e-33 5.90e-32 4.677
5 11 -7.86e-33 5.12e-32 13.323
5 13 -2.12e-33 4.90e-32 4.151
5 15 -4.00e-33 4.50e-32 8.156
7 1 -3.46e-34 4.47e-32 0.769
7 3 9.59%e-34 4.56e-32 2.147
7 5 -1.38e-33 4.43e-32 3.014
7 7 1.57e-33 4.58e-32 3.540
7 9 -1.58e-33 4.43e-32 3.439
7 11 5.35e-33 4.96e-32 12.088
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m n qo*u ¥3qo*u (kN*m?) Diferenga Percentual
(%)

7 13 1.671e-33 5.12e-32 3.255
7 15 3.34e-33 5.46e-32 6.514
9 1 1.64e-34 5.47e-32 0.300
9 3 -4.67e-34 5.43e-32 0.854
9 5 7.09e-34 5.50e-32 1.307
9 7 -8.69e-34 5.41e-32 1.581
9 9 9.48e-34 5.50e-32 1.752
9 11 -3.49e-33 5.16e-32 6.341
9 13 -1.14e-33 5.04e-32 2.207
9 15 -2.52e-33 4.79e-32 5.004
11 1 -3.27e-34 4.76e-32 0.682
11 3 9.48e-34 4.85e-32 1.993
11 5 -1.48e-33 4.70e-32 3.055
11 7 1.89e-33 4.89e-32 4.024
11 9 -2.17e-33 4.68e-32 4.426
11 11 8.40e-33 5.52e-32 17.954
11 13 2.88e-33 5.80e-32 5.228
11 15 6.72e-33 6.48e-32 11.586
13 1 -6.71e-35 6.47e-32 0.104
13 3 1.97e-34 6.49e-32 0.304
13 5 -3.13e-34 6.46e-32 0.482
13 7 4.09e-34 6.50e-32 0.634
13 9 -4.83e-34 6.45e-32 0.743
13 11 1.94e-33 6.64e-32 3.001
13 13 6.89%¢-34 6.71e-32 1.037
13 15 1.67e-33 6.88e-32 2.482
15 1 -1.04e-34 6.87e-32 0.151
15 3 3.07e-34 6.90e-32 0.447
15 5 -4.94e-34 6.85e-32 0.715
15 7 6.57e-34 6.92e-32 0.959
15 9 -7.90e-34 6.84e-32 1.142
15 11 3.24e-33 7.16e-32 4742
15 13 1.18e-33 7.28e-32 1.653

Conforme visualizado na Tabela 7 o somatério foi parado pelo critério dos numeros finais de
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m,n.
Calculo das constantes de (18):

Constante da fungéo:
-(16*(1-v))/((m*4)*(a*h)) = -0.0144 [1/m?]

r¥qo*u (conforme visualizado na Tabela) = 7.57e-32[kN*m?]

Valor de mxy(1,2):
mxy(1,2) =-0.0144*7.57e-32 = -1.09e-33 kN*m/m

CORTANTE NA DIREGAO X - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA SOBRE
TODA LAJE

A cortante na diregéo x gerada pela carga uniformemente distribuida € definido pela fungdo (19).
Por meio da Tabela 8 é possivel visualizar o valor do somatédrio e da diferenga percentual,

conforme variam os valores de m,n.

Tabela 8 - Resolugéo do Duplo Somatdrio da Fungdo da Cortante na Diregédo x.

m n go*u ZZqo*u (kN) Diferenga Percentual
(%)
1 1 3.92e-16 3.92e-16 -
1 3 -5.02e-17 3.42e-16 12.821
1 5 1.35e-17 3.55e-16 3.955
1 7 -5.28e-18 3.50e-16 1.487
1 9 2.56e-18 3.52e-16 0.732
1 11 -1.43e-18 3.51e-16 0.404
1 13 8.71e-19 3.52e-16 0.248
1 15 -5.70e-19 3.51e-16 0.162
3 1 -1.59e-16 1.92e-16 45.223
3 3 4.35e-17 2.36e-16 22.627
3 5 -1.93e-17 2.17e-16 8.167
3 7 0.88e-18 2.27e-16 4.559
3 9 -5.58e-18 2.21e-16 2.464
3 11 3.40e-18 2.24e-16 1.540
3 13 -2.21e-18 2.22e-16 0.983
3 15 1.50e-18 2.24e-16 0.676
5 1 9.70e-17 3.27e-16 43.361
5 3 -3.00e-17 2.91e-16 9.342
5 5 1.57e-17 3.06e-16 5.391
5 7 -9.39%¢-18 2.97e-16 3.065
5 9 6.01e-18 3.03e-16 2.025
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m n qo*u Ziqo*u (kN) Diferenga Percentual
(%)
5 11 -4.03e-18 2.99e-16 1.330
5 13 2.80e-18 3.02e-16 0.937
5 15 -2.07e-18 3.00e-16 0.666
7 1 -6.96e-17 2.30e-16 23.223
7 3 2.23e-17 2.52e-16 9.689
7 5 -1.24e-17 2.40e-16 4916
7 7 8.00e-18 2.48e-16 3.331
7 9 -5.50e-18 2.43e-16 2.218
7 11 3.93e-18 2.47e-16 1.622
7 13 -2.89%e-18 2.44e-16 1.173
7 15 2.17e-18 2.46e-16 0.892
9 1 5.43e-17 3.00e-16 22.077
9 3 -1.77e-17 2.82e-16 5.883
9 5 1.01e-17 2.92e-16 3.579
9 7 -6.75e-18 2.86e-16 2.309
9 9 4.84e-18 2.91e-16 1.693
9 11 -3.60e-18 2.87e-16 1.240
9 13 2.75e-18 2.90e-16 0.959
9 15 -2.14e-18 2.88e-16 0.739
11 1 -1.62e-16 1.26e-16 56.207
11 3 5.30e-17 1.79e-16 42.087
11 5 -3.08e-17 1.48e-16 17.214
11 7 2.10e-17 1.69e-16 14.183
11 9 -1.54e-17 1.54e-16 9.114
11 11 1.18e-17 1.66e-16 7.662
11 13 -9.24e-18 1.56e-16 5.579
11 15 7.37e-18 1.64e-16 4717
13 1 -4.63e-17 1.17e-16 28.314
13 3 1.53e-17 1.33e-16 13.012
13 5 -8.95e-18 1.24e-16 6.751
13 7 6.18e-18 1.30e-16 5.000
13 9 -4.60e-18 1.25e-16 3.547
13 11 3.58e-18 1.29e-16 2.858
13 13 -2.86e-18 1.26e-16 2.217
13 15 2.32e-18 1.28e-16 1.843
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m qo*u 33 qo*u (kN) Diferenga Percentual
(%)
15 1 -9.57e-17 3.25e-17 74.624
15 3 3.16e-17 6.42e-17 97.160
15 5 -1.86e-17 4.55e-17 29.056
15 7 1.30e-17 5.85e-17 28.515
15 9 -9.77e-18 4.87e-17 16.695
15 11 7.68e-18 5.64e-17 15.754
15 13 -6.27e-18 5.02e-17 10.999

Conforme visualizado na Tabela 8 o somatoério foi parado pelo critério dos nimeros finais de

m,n.

Célculo das constantes de (19):

Constante da fungao:

(16)/((m*3)*(a)) = 0.258 [1/m]

¥3qo*u (conforme visualizado na Tabela) = 5.53e-17[kN*m?]

Valor de qx(1,2):

gx(1,2) = 0.258*5.53e-17 = 1.43e-17 kN/m

CORTANTE NA DIREGAO Y - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA SOBRE

TODA LAJE

A cortante na diregdo y gerada pela carga uniformemente distribuida é definido pela fungéo (20).
Por meio da Tabela 9 é possivel visualizar o valor do somatdrio e da diferenga percentual,
conforme variam os valores de m,n.

Tabela 9 - Resolugdo do Duplo Somatdrio da Funcéo da Cortante na Dire¢éo y.

m qo*u 23qo*u (kN) Diferenca Percentual
(%)

1 1 3.92e-16 3.92e-16 -

1 3 -4.52e-16 -6.03e-17 115.385

1 5 3.38e-16 2.78e-16 560.345

1 7 -2.59e-16 1.88e-17 93.244

1 9 2.07e-16 2.26e-16 1106.504

1 11 -6.27e-16 -4.01e-16 277.243

1 13 -1.81e-16 -5.82e-16 45.225

1 15 -3.77e-16 -9.5%-16 64.671

3 1 -1.77e-17 -9.77e-16 1.841

3 3 4.35e-17 -9.33e-16 4.459
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m n qo*u Ziqo*u (kN) Diferenga Percentual
(%)

3 5 -5.35e-17 -9.87e-16 5.738
3 7 5.38e-17 -9.33e-16 5.452
3 9 -5.02e-17 -9.83e-16 5.387
3 11 1.66e-16 -8.17e-16 16.933
3 13 5.10e-17 -7.66e-16 6.247
3 15 1.10e-16 -6.55e-16 14.387
5 1 3.88e-18 -6.51e-16 0.592
5 3 -1.08e-17 -6.62e-16 1.656
5 5 1.57e-17 -6.47e-16 2.367
5 7 -1.84e-17 -6.65e-16 2.847
5 9 1.95e-17 -6.46e-16 2.930
5 11 -7.09e-17 -7.16e-16 10.991
5 13 -2.33e-17 -7.40e-16 3.255
5 15 -5.31e-17 -7.93e-16 7.173
7 1 -1.42e-18 -7.94e-16 0.179
7 3 4.10e-18 -7.90e-16 0.516
7 5 -6.33e-18 -7.97e-16 0.801
7 7 8.00e-18 -7.89e-16 1.004
7 9 -9.09e-18 -7.98e-16 1.153
7 11 3.53e-17 -7.62e-16 4.429
7 13 1.23e-17 -7.50e-16 1.611
7 15 2.93e-17 -7.27e-16 3.902
9 1 6.70e-19 -7.20e-16 0.0929
9 3 -1.96e-18 -7.22e-16 0.272
9 5 3.12e-18 -7.19e-16 0.432
9 7 -4.09e-18 -7.23e-16 0.568
9 9 4.84e-18 -7.18e-16 0.669
9 11 -1.96e-17 -7.38e-16 2.726
9 13 -7.07e-18 -7.45e-16 0.958
9 15 -1.75e-17 -7.62e-16 2.343
11 1 -3.67e-19 -7.63e-16 0.0482
11 3 1.08e-18 -7.62e-16 0.142
11 5 -1.75e-18 -7.63e-16 0.230
11 7 2.34e-18 -7.61e-16 0.306
11 9 -2.84e-18 -7.64e-16 0.373
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m n qo*u 33 qo*u (kN) Diferenga Percentual
(%)
11 11 1.18e-17 -7.52e-16 1.542
11 13 4.37e-18 -7.48e-16 0.581
11 15 1.11e-17 -7.37e-16 1.479
13 1 2.23e-19 -7.36e-16 0.0302
13 3 -6.60e-19 -7.37e-16 0.0896
13 5 1.08e-18 -7.36e-16 0.146
13 7 -1.46e-18 -7.37e-16 0.198
13 9 1.79e-18 -7.36e-16 0.243
13 11 -7.57e-18 -7.43e-16 1.029
13 13 -2.86e-18 -7.46e-16 0.384
13 15 -7.36e-18 -7.53e-16 0.987
15 1 -1.45e-19 -7.54e-16 0.0192
15 3 4.37e-19 -7.53e-16 0.0572
15 5 -7.06e-19 -7.54e-16 0.0938
15 7 9.64e-19 -7.53e-16 0.128
15 9 -1.20e-18 -7.54e-16 0.159
15 11 5.12e-18 -7.49e-16 0.679
15 13 1.96e-18 -7.47e-16 0.261

Conforme visualizado na Tabela 9 o somatério foi parado pelo critério dos nimeros finais de

m,n.

Célculo das constantes de (20):

Constante da fungéo:

(16)/((m*3)*(b)) = 0.129 [1/m]

I3>qo*u (conforme visualizado na Tabela) = -7.42e-16[kKN*m?]

Valor de qy(1,2):
ay(1,2) = 0.129*7.42e-16 = -9.57e-17 kN/m

RESUMO DOS VALORES DE DESLOCAMENTO E ESFORCOS

Na Tabela 10, pode ser visualizado o resumo dos valores de deslocamento e esforgos internos
para o ponto analisado.

Tabela 10 - Resumo do Deslocamento e Esfor¢os

x (m) y (m) w (mm) | Mx(kN*m My Mxy(kN* [ Qx (kN/ | Qy (kN/
/m) (kN*m/ m/m) m) m)
m)
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x (m) y(m) [ w(mm) [Mx(kN*m My Mxy(kN* [ Qx (kN/ | Qy (kN/
/m) (kN*m/ m/m) m) m)

1.000 2.000 0.624 0.813 0.370 [-1.09e-33 | 1.43e-17 | -9.57e-17

DIAGRAMAS

Nas Figuras de 3 a 8, podem ser visualizados os diagramas do deslocamento e esforgos
internos.

Figura 3 - Diagrama do deslocamento transversal (w).

Diagrama Deslocamento (mm)

0.0418 0.125 0.208 0.201 0.375 0.458 0541 0.624

-1.85e-15 0.0832 0.166 . 0.250 0333 0416 ) 0.400 0.583
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Figura 4 - Diagrama do momento fletor na dire¢do x (Mx).

Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

0.0542 0.163 0.271 0.379 0.438 0.506 0.705 0.813

-271e-1 1 217 325 0434 . 851 .7

Figura 5 - Diagrama do momento fletor na direcdo y (My).

Diagrama Momento em y - My (kN*m/m)

0.0248 0.0745 0.124 0.174 0.224 0.273 0.323 0.373

-1.15e-1 1 02a4 0.1420 0.1
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Figura 6 - Diagrama do momento torgor (Mxy).

Diagrama Momento Torgor - Mxy (kN*m/m)

-0.310 -0.221 -0.123 -0.0245 0.0738 0.172 0.270 0.368

L1 .0736 . 0.0245 .1 .221 .31

Figura 7 - Diagrama da cortante na dire¢do x (Qx).

Diagrama Cortante em x - Qx (kN/m)

X

-1.566 -1.084 -0.802 -0.120 0.361 0843 1.325 1.807
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Figura 8 - Diagrama da cortante na dire¢ado y (Qy).

Diagrama Cortante em y - Qy (kN/m)

-1.103 -0.826 -0.450 -0.0918 0.275 0642 1.010 1.377

-1.377 -1.010 -0.642 -0.275 0.0018 0.450 0.826 1.183
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APENDICE A

Para resolver o duplo somatdrio presente nas fungdes de Navier, podemos calcular a expressédo
presente no duplo somatério para cada combinagdo de m,n e posteriormente soma-las. Segue
um exemplo abaixo:

EXEMPLO

¢ m,n varia nos impares até 3;
o x=1ey=2
e a=2eb=4.

Considere o duplo somatério abaixo:

MTE nmy

i i sen™ I sen
: 2
m=1n=1 1mn {(%)2‘*‘ (%)2}

Comisso:
ii sen™ = sen Y - sc'ra.%lscnl%f N _5(;”%50”312 N
; 7= ; 12 12
i+ @ 1 [0 O e[ ]
m:].r'n:l m=1,n=3

scra%scnl%z N sc:n%scn%

. 312 212 L L Trav2 , r3y2]2

31 [+ (W] 3#3[(9)°+ ()]

m=3,n=1 m=3n=3

mrx nmy

3
SeNnN——8sen—-
E E - b 5 = 10, 24004+—0, 5049+—0,0623+—0,0140 = 9, 6868
—_——— —— —,—

2 2 ——
m n
m=1n=1 mn [(F) + (E) ] m=1n=1 m=1n=3 m=3n=1 m=3,n=3
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Fonte: O proprio autor (2022).
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