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RESUMO

Nos dias atuais, gracas a evolucdo e inovacdo tecnoldgica, existem diversos
programas que realizam a analise estrutural de varios tipos diferentes de estruturas.
Posto isso, grande parte desses programas apresentam apenas o0s resultados
dessas analises e ndo 0 processo necessario para obté-los. Tendo isso em vista, foi
elaborado um modulo de programa nas linguagens de pagina de internet
(HTML/JavaScript) que permite a andlise estrutural de lajes simplesmente apoiadas
sujeitas a carregamento distribuido sobre toda a superficie utilizando a solucdo de
Lévy. O modulo desenvolvido foi inserido em um programa ja existente chamado
IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) que permite o desenho de lajes, criado pelo grupo
de pesquisa NEVE, do IFSP campus Votuporanga. A principal caracteristica deste
modulo € que ele permite a criacdo de um relatdrio detalhado no formato PDF
(portable document format) com todo o procedimento de calculo utilizado, podendo
ser utilizado por alunos, professores ou até mesmo profissionais da area, como
ferramenta de estudo ou recurso auxiliar na metodologia de ensino. O moédulo ja se
encontra publicado no site do referido grupo de pesquisa, dentro do IFESTRUT-
LAJES (NEV, 2020).

Palavras-chave: Programa de computador. Lévy. Lajes. Relatério detalhado.

Anélise estrutural.



ABSTRACT

Nowadays, thanks to technological evolution and innovation, there are several
softwares that perform the structural analysis of several different types of structures.
That said, most of these softwares only present the results of these analyzes and not
the process necessary to obtain them. With this in mind, a program module was
developed in web page languages (HTML/JavaScript) that allows the structural
analysis of simply supported slabs subject to distributed loading over the entire
surface using Lévy's solution. The module developed was inserted into an existing
software called IFESTRUT-LAJES (NEV, 2020) that allows the design of slabs,
created by the research group NEVE, from the IFSP campus Votuporanga. The main
feature of this module is that it allows the creation of a detailed report in PDF format
(portable document format) with the entire calculation procedure used, which can be
used by students, professors or even professionals in the area, as a study tool or
auxiliary resource in the teaching methodology. The module is already published on
the website of the aforementioned research group, within IFESTRUT-LAJES (NEV,
2020).

Keywords: Software. Lévy. Slabs. Detailed report. Structural analysis.
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1 INTRODUCAO

Nos dias atuais, gracas a evolugcdo e inovacao tecnoldgica, existem diversos
programas que realizam a analise estrutural de varios tipos diferentes de estruturas.
Exposto isto, grande parte desses programas apresentam apenas 0s resultados
dessas analises e ndo 0 processo necessario para obté-los. Neste contexto, um
grupo de pesquisa cadastrado e ativo no CNPq, do IFSP campus Votuporanga, do
qual o autor faz parte, chamado NEVE (Nucleo de Engenharia Virtual e
Experimental), vem criando programas on-line que ndo s6 fazem calculos, mas que
demonstram todo o procedimento realizado. Entre esses programas, destaca-se 0
IFESTRUT (2016), criado para a analise de estruturas lineares planas. Dessa
maneira, no ano de 2020 foi desenvolvido um software nos mesmos moldes,
chamado IFESTRUT-LAJES (2020), que possibilita o desenho de lajes para
viabilizar a criacdo de moédulos que realizam a analise estrutural desses elementos.

Neste sentido, o desenvolvimento dos aplicativos do grupo € realizado nas
linguagens HTML/JavaScript, que podem ser estudadas em bibliografias como
W3Schools (REFSNES DATA, 1998).

Sendo assim, apresenta-se neste trabalho a criacdo de um mddulo para o
programa IFESTRUT-LAJES, que realiza a andlise de lajes retangulares com
condi¢des de contorno simplesmente apoiadas por meio da solucao de Lévy. Além
disso, 0 médulo também apresenta os resultados por meio de relatério em PDF
(portable document format), que foi criado utilizando a biblioteca JavaScript
chamada PDFMake (PAMPUCH; M., 2020).

1.1 OBJETIVOS

O projeto em questdo teve como objetivo geral a elaboragdo de um modulo de
programa para a analise de lajes retangulares simplesmente apoiadas sujeitas a
carga distribuida em toda a laje por meio da solugcédo de Lévy. Além disso, o modulo
fornece um relatério em PDF com todos os célculos detalhados de maneira que
alunos, professores ou até mesmo profissionais possam utilizar como ferramenta de
estudo e recurso auxiliar na metodologia de ensino.

Como objetivos especificos, apresentam-se:
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e Estudo relacionado a solugdo de Lévy para a andlise de estruturas planas
fletidas.

e Implementacdo de rotinas computacionais relacionadas a solugdo de Lévy
para a andlise de lajes quadriapoiadas sujeitas a carregamento sobre toda a
superficie.

e Implementacdo de resultados do calculo da analise estrutural por meio das
tabelas classicas de Pinheiro (2007), Marcus, disponiveis, por exemplo, em
WILLIAN (2021) ou Czerny, disponiveis, por exemplo, em ARAUJO (2015).

e Elaboracdo de rotinas computacionais para a geracao de relatério em PDF
dentro do modulo, contendo o raciocinio e teoria utilizada bem como
resultados numéricos obtidos.

e Disponibilizacdo do médulo criado de forma on-line em pagina web, visando a

auxiliar alunos, professores ou profissionais da area.

1.2 JUSTIFICATIVA

Atualmente, em decorréncia da evolugdo e inovacdo tecnoldgica, existem
diversos programas que realizam a analise estrutural de varios tipos diferentes de
estruturas. Entretanto, grande parte desses programas apresentam apenas 0S
resultados dessas andlises e ndo 0 processo necessario para obté-los. Nesse
sentido, o0 modulo aqui apresentado e implementado no IFESTRUT-LAJES (2020)
possibilita a analise de estruturas de lajes retangulares com condi¢cdes de contorno
simplesmente apoiadas por meio da solu¢do de Lévy. Também possibilita que os
resultados em relatério PDF (portable document format) sejam gerados de maneira
qgue alunos, professores ou até mesmo profissionais da area possam utilizar como

ferramenta de estudo e recurso auxiliar na metodologia de ensino-aprendizagem.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secado, serd apresentada a fundamentacdo tedrica necessaria para o
entendimento da solucao de Lévy para a andlise de lajes retangulares, com foco nas
lajes quadriapoiadas com carregamento distribuido sobre toda a superficie. Além
disso, aborda-se de forma sucinta a programacdo de paginas web bem como

bibliotecas e programas de edi¢do de texto que foram utilizados neste projeto.

2.1 LAJES: CONDICOES DE CARREGAMENTO E DE VINCULACAO

De acordo com Szilard (2004), as placas, conhecidas como lajes na
Engenharia Civil, s&o componentes estruturais bidimensionais retos e planos onde a
espessura € muito menor do que as outras dimensdes, além de serem
geometricamente limitadas por linhas retas ou curvas. Além disso, elas ndo servem
apenas como componente estrutural isolado, pois podem formar estruturas
completas, como por exemplo as pontes de laje.

Segundo Dias (2019), as lajes sdo elementos estruturais que podem se apoiar
em pilares ou até mesmo se sustentar em vigas. Dessa maneira, na Figura 1, pode

ser vista uma estrutura com lajes apoiadas em vigas (quadriapoiadas).

Figura 1: Estrutura com lajes apoiadas em vigas.

Fonte: dato de Habitissimo (2077?).

Szilard (2004) cita que as lajes podem ter condi¢gbes de contornos livres (sem

vigas de borda), simplesmente apoiadas ou engastadas, bem como apoios elasticos
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(por exemplo, radier apoiado no solo) ou pontuais (por exemplo, apoios em pilares).

Além disso, Soares (2004) elucida o fato de que as cargas, sendo o “p” na Figura 2,

tanto estaticas quanto dindmicas, sdo perpendiculares a superficie da laje.

Figura 2: Laje genérica sobre carregamento perpendicular (p) a superficie.

>

y

Fonte: Adaptado de Soares (2004).

Em vista disto, existem diversos tipos de carregamento que uma placa pode
estar sujeita, tais como carregamento distribuido sobre toda a superficie, como por
exemplo o peso préprio do componente estrutural, carregamento distribuido sobre
uma regido, carregamento linear e carregamento pontual.

Nesse sentido, na Figura 3 pode ser vista uma representacdo de laje com
condicbes de contorno simplesmente apoiada (por exemplo, apoiada em vigas de
pequena rigidez em todo o contorno) bem como uma representacdo em planta de

um carregamento distribuido sobre toda a superficie (por exemplo, 0 peso proprio).

Figura 3: Exemplo de representacao de laje simplesmente apoiada com
carregamento distribuido sobre toda a superficie.
P

Laje simplesmente apoiada Carregamento distribuido
sobre toda a superficie

Fonte: Adaptado de Soares (2004).
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Na Figura 4, estédo presentes representacées de uma laje com os quatro lados
engastados (por exemplo, apoio em vigas de grande rigidez) bem como a vista em

planta de um carregamento distribuido sobre toda a superficie da laje.

Figura 4: Exemplo de representacao de laje com os quatro lados engastados com
carregamento distribuido sobre toda a superficie.
P .

.|.'I|.II 2

Laje com os quatro lados
engastados

Carregamento distribuido
sobre toda a superficie

Fonte: Adaptado de Soares (2004).

Sendo assim, na Figura 5, apresenta-se a convencao de representacdo mais

utilizada para as condi¢des de contorno nas lajes.

Figura 5: Convencdao de representacdo para as condicdes de contorno nas lajes.

Engaste

Apoio simples

------------------------------ Borda livre

Fonte: Adaptado de Soares (2004).

De acordo com Soares (2004), uma laje possui comportamento
geometricamente linear quando as rotacdes das suas secdes sdo menores que 103
rd. Ademais, é dito que o comportamento da laje é fisicamente linear quando

obedece a lei de Hooke.
2.2 TEORIA DE KIRCHHOFF
Para a compreenséo da teoria de Kirchhoff, faz-se necessario o entendimento

sobre a teoria de placas. Neste sentido, placa é um elemento que possui diversas

geometrias com a caracteristica de que sua espessura é muito menor que as outras
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dimensdes (largura e comprimento), além de receber somente acdes
perpendiculares a seu plano médio como ja apresentado na Figura 2.
Dessa forma, na Figura 6, apresenta-se uma laje de espessura t com um

carregamento p distribuido sobre toda a superficie.

Figura 6: Laje retangular e suas caracteristicas.

Fonte: Adaptado de Szilard (2004).

Neste contexto, de acordo com Taguti (2010, apud Dias, 2019), quando se
fala do estudo da Teoria de Flexdo de Placas, existem algumas teorias conhecidas,
destacando-se a Teoria Classica das Placas Finas, proposta por Gustav R.
Kirchhoff, que prop&e simplificacdes e resulta em uma equacao diferencial de quarta
ordem.

De acordo com Lisbda (2009), Kirchhoff, em sua teoria proposta, considerou
duas hipdteses que sdo amplamente utilizadas atualmente, sendo elas o fato de que
as secdes transversais, que sao perpendiculares a superficie média no estado
indeformado, continuam perpendiculares a superficie no estado deformado, e nao
existe um deslocamento longitudinal da superficie média na hip6tese de
deslocamentos pequenos provocados transversalmente. Dessa forma, o autor afirma
gue, com essas hipoteses, é possivel obter a expressao adequada para a energia
potencial de uma placa flexionada.

Segundo Szilard (2004), realizar a analise matematica exata da tensao de
uma placa fina sujeita a cargas normais a sua superficie requer a solucdo de
equacgOes diferenciais com base em dados tridimensionais de elasticidade, o que
apresenta grandes dificuldades matematicas, na maioria dos casos. Contudo, a

Teoria Classica das Placas Finas de Kirchhoff gera resultados precisos para a
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grande maioria das aplicacdes técnicas, tirando essa necessidade de analise

tridimensional completa.

Portanto, como citado por Szilard (2004), as simplificacées que s&o utilizadas

na derivacdo da equacao da placa sdo baseadas em algumas hipéteses, sendo elas:

O material € homogéneo, isotrépico e elastico linear, de maneira que obedece
a lei de Hooke;

A placa é plana em seu estado inicial;

A superficie média (S-M na Figura 7) continua sem tensao durante a flexao;

A espessura da placa € menor que as outras dimensfes, de maneira que o
menor tamanho em planta da placa é pelo menos 10 vezes maior que a
espessura;

Em comparacdo com a espessura da placa, as deflexdes transversais w(x, y)
Sao pequenas;

Sao desprezadas as deformacdes devidas ao cisalhamento;

As secOes normais a superficie média antes da deformacédo permanecem
planas e normais na superficie média defletida (N-N na Figura 7); e

A tensdo 0: no sentido transversal a superficie da placa pode ser

desconsiderada.

Figura 7: Corte da superficie média antes e apés a deformacéo.
Elemento

Antes da deformagdo
IN

l
'N

Pés—deformagto
S 'N

[}

N
Fonte: Soares (2004).

Consequentemente, Szilard (2004) cita que essas hipoteses ajudam a reduzir

0os problemas tridimensionais de elasticidade para problemas bidimensionais de

placas.
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2.3 TEORIA DA ELASTICIDADE

Segundo Timoshenko (1953), a teoria classica apresentada por Kirchhoff &,
resumidamente, uma aplicacdo da Teoria da Elasticidade, que diz respeito as
relacbes de deslocamentos, forcas e tensdes em um corpo elastico. Assim, quando
um elemento sdlido € submetido a forcas externas, ele deforma causando tensoées,
de maneira que essas tensbes dependem da geometria do elemento, do
carregamento e das propriedades mecéanicas do material.

Timoshenko (1953) afirma que, no caso da Teoria da Elasticidade, a atencao
€ restringida a materiais isotropicos e homogéneos, com relacdes entre tensdo e
deformacéo lineares e que possuem as mesmas propriedades mecanicas em todas
as direcles e pontos, os chamados materiais elasticos.

De tal modo, Soares (2004) define o deslocamento em um ponto qualquer de

uma placa com base nas hipéteses ja apresentadas, como mostra a Figura 8.

Figura 8: Deslocamento de um ponto P qualquer na placa.
iN

/
N/ -u
Fonte: Soares (2004).
Soares (2004) cita que o deslocamento vertical do ponto P possui uma
dependéncia apenas de x e y por nao existir deformacdes no eixo z, onde a equacao
da superficie média deformada pode ser escrita como w = w(x,y). Dessa maneira,
as componentes u, v e w de um ponto qualquer na placa sao expressas de acordo
com os deslocamentos da superficie média. Ademais, os deslocamentos u e v

dependem das trés dire¢cdes, como mostram as equacdes 1 e 2.



25

u=u(x,y,2) (1)

v=v(x7y,2) (2)

Ainda, sabendo que o angulo 6, € pequeno e com base na Figura 8, obtém-se

a Equacao 3.
tg0y = —~ = Z—Z 3)
Assim, chega-se as equac0es 4 e 5.
u= 20 @
ow
v=-ig (5)

Além disso, Soares (2004) apresenta as deformacgfes (Equacdes 6 e 7) e cita
que, no caso de ndo existir variacdo da espessura, a deformacdo &, € nula,

conforme Equacéao 8.

ou d2°w
=V —= 7 — 6
& == —Zo— (6)
ov 0%w
= —= —7 — 7
5Ty T 7oy (7)
ow
= —= 8
SZ aZ 0 ()

Soares (2004) também apresenta as equagdes para os angulos de distorcéo,
obtidas das relacdes de deformacdes e deslocamentos, nos planos xy, xz e yz,

conforme Equacbes 9, 10 e 11.

d%w
dxdy

9)

Yxy = -2z
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_aw au_aw aw_

77 10
Vez 8x+az dx Ox 0 (10)
_8w+8v_8w aw_O 1
y”‘ay 9z 90y ox (11)

Por fim, Soares (2004) disponibiliza equagdes que permitem obter, a partir da
equacao dos deslocamentos transversais w, solu¢cdes para as cortantes, momentos
e momento torgor nas placas (Equacdes 12 a 16), de maneira que essas equacoes
foram obtidas utilizando as rela¢des entre deslocamentos e deformacdes bem como

as tensdes e o equilibrio de forcas e momentos num ponto da placa.

e ey (12)
My = D ZTW + "(,;"TW (14)
M, = D ZTW#’STW (15)
My, = —D(1 —v) < :ja”; ) (16)

2.4 EQUACAO DE LAGRANGE

Segundo autores como Dias (2019), Soares (2004) e Timoshenko (1953), a
Equacédo Diferencial de Sophie-Germain-Lagrange, ou simplesmente equacao de
Lagrange, é a equacgdo que define o equilibrio em placas delgadas (finas), obtida a
partir de relacbes da Teoria da Elasticidade juntamente com a Teoria de Placas de
Kirchhoff, que descreve o comportamento de uma estrutura conforme seus

deslocamentos.
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Sendo assim, trata-se de uma equacdo diferencial de quarta ordem que
define o deslocamento transversal da placa (w) em funcdo das coordenadas x e y
sobre sua superficie média em planta e da carga distribuida p, conforme visto na

Equacdo 17, onde D (Equacao 18) é caracterizado como a rigidez a flexdo da placa.

o*w o*w o'w p
_ b 17
ox* 2 0x2.0y? + oy* D (17)
E.t3
(18)

D=1 a=wm
2.5 SOLUCAO DE LEVY

Segundo Szilard (2004), a solucao de Lévy consiste na resolucao analitica de
placas utilizando a equagéo de Sophie-Germain-Lagrange (Equagéo 17), de maneira
gue a resolucdo completa se da pela soma de uma solugdo homogénea com uma

solucéo particular, conforme mostra a Equacéo 19.
W(X'J’) = WH(X'}’) + WP(X'Y) (19)

Ainda de acordo com Szilard (2004), conforme Figura 9, para a solucao pelo
método de Lévy, € necessario que a placa possua condi¢cdes de contorno
simplesmente apoiadas em lados opostos, onde o autor define essas condi¢gdes para
x =0 e x = a, de forma que os outros dois lados possam ter condicbes de contorno
arbitrarias. Além disso, para essa solucao, a origem do sistema de coordenadas fica
em x =0 ey = b/2, onde a é o comprimento da placa paralelo ao eixo x e b é o
comprimento da placa paralelo ao eixo y. Ademais, também é considerado que o
comprimento b da placa tenda ao infinito, ou seja, que ele € grande comparado a

dimensao a.
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Figura 9: Sistema de coordenadas e condi¢cdes de contorno para a solucao de Lévy.
Vinculo arbitrario, por
/exempEo, engastado
/

Simplesmente
apoiado \

b/2

b/2

\Vinculo arbitrario, por _\Simplesmente
exemplo, livre apoiado

a
y
Fonte: Adaptado de Szilard (2004).

Sendo assim, assumindo que b — o, a equacdao diferencial da placa pode ser

escrita conforme a Equagéo 20.

d*w(x) _ pz(x) (20)
dx* D

E, como a Equacao 20 utiliza apenas uma variavel, ela pode ser comparada
com a equacao diferencial de vigas, apresentada na Equacao 21.

d4W(x) _ Pz (%) (21)
dx* El

Comparando a Equacéo 20 e 21 e considerando a Equacgao 18, Szilard (2004)

apresenta a Equacéao 22.

w=w=x(1-v?) (22)

Ainda, a Equacao 20 pode ter uma solucdo particular na forma apresentada
na Equacao 23, a chamada solucédo de Lévy, em série simples trigonométrica.
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. mmx
wp(x) = W, sin — (23)

m=1

A solucdo considera também o carregamento por meio de uma expressao

semelhante a expressao de Fourier (Equacéo 24).

_ mmx
p,(x) = B, smT (24)

m=1

Substituindo as equacdes 23 e 24 na Equacdo 20, a equacdo diferencial é
modificada para uma equacao algébrica na qual pode ser obtido facilmente W, para
um certo valor de m.

Conforme Szilard (2004), a solucdo da equacdo homogénea biharmdénica

(Equacéo 25), é encontrada na forma apresentada na Equacao 26.
V2V2wy(x,y) =0 (25)
wy =X(x) Y () (26)

A solucdo (Equacdo 26) substituida na Equacdo 25 € apresentada na
Equacéo 27.

XY +2X"Y" + XYV =0 (27)

Utilizando também uma série trigopnométrica simples para expressar wy, €

obtida a Equacgao 28.

Wi (x,) = Z V() sin = (28)

Szilard (2004) comenta que essa expressao satisfaz as condicbes de
contorno simplesmente apoiadas expostas anteriormente na direcdo X, pois, para

x =0 e x = a, resultam as Equacdes 29 e 30.
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0%wy
Z 7H 30
—— =0 (30)

Ao substituir a Equacéo 28 na Equacao 25, € obtida a Equacao 31.

o [mtnt m?n? v . mmx
Z i ) — 25— Ya () + Y () |sin—— =0 (31)
m=1
Que pode ser escrita, para um valor especifico de m, conforme mostra a
Equacéo 32.
mim* m?m?
TYm(y) 23 Y +Y () =0 (32)

Szilard (2004) cita que a Equacdo 32 é uma equacao diferencial linear e

homogénea de quarta ordem com coeficientes constantes, de maneira que é

mmy

possivel obter uma solucdo da forma e* @ . Sendo assim, Nidai (1925, apud Szilard,
2004), introduz a Equacédo 33 como solucdo da Equacédo 23 na forma de funcdes

hiperbdlicas.

Y (y) = A, cosh

mmn mm mrm mm mm mm
Y Y Y Y Y - Y (33)

+B sinh——+ C,,sinrh——+ D cosh
a m a m a m

Dessa maneira, as constantes de integracdo A,,, Bn, Cn € D,, Sao
determinadas a partir das quatro condi¢cdes de contorno da placa, onde Szilard
(2004) comenta que uma simplificacdo pode ser feita com base na simetria
geométrica e das acbes em relacdo ao eixo x, conforme Figura 10. Nesse caso de
simetria, a deformacdo da superficie deve ser uma funcdo par de y, conforme

Equacéo 34.
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Figura 10: Simetria das cargas para a simplificacdo do método de Lévy.

& a &

p(x)_,

Fonte: Szilard (2004, p. 78).

w(+y) = w(=y) (34)

Nesse caso, os coeficientes ¢, e D,, séo iguais a zero, resultando na simplificacéo

da Equacao 33, como apresentada na Equacgéo 35.

m m
Ym () = mcosthy + B, Tysthny (35)

Em sequéncia, Szilard (2004) apresenta a solucédo de Lévy para a equacao
diferencial de placa nos casos de condi¢cdes de contorno idénticas em y = + b/2,

conforme mostra a Equacéo 36

mn
+ B, 4 sinh

(36)

mmyy . mmnx
)sm

+ Z mcosh

o
w(x,y) = Z W, sm
m=1 m=1
Por fim, Szilard (2004) comenta que, apesar de o método de Lévy ser mais
geral que a solucdo de Navier, existem alguns fatores que limitam a utilizacdo desse
método, sendo eles o fato de que dois lados opostos da placa precisam ser
simplesmente apoiados e o tipo de carregamento na placa precisa ser igual para
todas as sec¢Oes paralelas a direcdo das condicbes de contorno arbitrarias. Além
disso, apesar das condicbes matematicas para o meétodo de Lévy serem bem
complexas, ele apresenta uma convergéncia extremamente rapida, muitas vezes
apenas com 0s primeiros termos.
De acordo com Lisbhbéa (2009) e como ja visto anteriormente por Szilard
(2004), essa dependéncia de duas bordas opostas serem apoiadas acontece porque



32

a solucao de Lévy remove a necessidade de calcular os coeficientes de interpolacdo
de uma das direcGes da placa como uma forma de simplificacdo da solucdo. Dessa
forma, a interpolacdo nessa solucdo é feita utilizando funcbes trigonométricas em
uma direcdo e hiperbdlicas na outra. Entretanto, o autor cita que a solucdo de Lévy
pode apresentar assimetria em solucdes que tecnicamente seriam simétricas. 1Sso
acontece no eixo onde séo utilizadas as funcbes de interpolacfes trigonométricas,
uma vez que a convergéncia para esses tipos de funcbes é mais lenta que para as
funcBes hiperbdlicas. Contudo, essa assimetria pode ser combatida utilizando uma
grande quantidade de termos na solucdo, 0 que muitas vezes pode se tornar

inviavel.

2.5.1 SOLUCAO DE LEVY PARA UMA LAJE RETANGULAR QUADRIAPOIADA
SUJEITA A CARREGAMENTO SOBRE TODA A SUPERFICIE

Szilard (2004) apresenta a solucdo de Lévy para uma situacdo de laje
retangular simplesmente apoiada sujeita a um carregamento distribuido sobre toda a
superficie, como o caso exemplificado na Figura 3, objeto deste trabalho. Dessa
forma, como a simetria do carregamento e as condicbes de contorno da placa
satisfazem as premissas feitas anteriormente, a solucdo pode ser representada pela
Equacéo 36.

Portanto, de acordo com Szilard (2004), o primeiro passo para a solucdo é
expandir o carregamento distribuido em uma série senoidal, conforme apresenta a

Equacéo 37.

_ZJ‘I ] mnxd _2p f“ _ mnxd 37
Pm = 0p(x)sm —dx=— 0sm L dx (37)

Na qual a solugéo esté presente na Equacgéao 38.

4P —1,3,5
{% param = 1,3,5, ..., (38)
0 param=2,46,..,

Apols isso, 0 carregamento € expresso de acordo com a seérie senoidal da

Equacéo 39.
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mTx
p(X) = Z pmsin (39)
Obtendo a Equagéo 40.
_4p : 1  mnx
p(x) = Z —sin— (40)

m=1,3,5...

Dessa forma, substituindo a Equacao 40 na equacao diferencial presente na
Equacgdo 20, obtém-se as constantes da expressdo em série trigonométrica da

solucéo particular, conforme Equacao 41.

4pa*
Wn = =D @

Dessa forma, pode-se escrever a solugéo particular conforme Equacao 42.

4pa* -1 _ mmx
wp = Z —sin— (42)

3D mS a
m=1,3,5...

Szilard (2004) cita que a solucdo homogénea, representada pelas equacdes

28 e 35, resulta na Equacéo 43.

mm mm mmx
z mcosh +Bm Y sinh ay) sin (43)

a a
m=1

De tal maneira, utilizando as condi¢des de contorno da placa em y = +(b/2)
(Equacédo 44), sao obtidas duas equacdes relacionadas com um valor especifico de

m=1, 3,5, ... (equacdes 45 e 46)

w=0 e Viw =0 (44)

mmh mnb _ mnb 4pa*
AmcoshW+Bm a sinh 2a -~ 75Dms (45)




34

m?m mmnb m?n? ymnb  mnb mmnb
An 7 cosh 2 + B, ( sinh + 2cosh 2a>=0

46
2a 2a ( )

a2

Conseguinte, seguinte Szilard (2004), as constantes 4,, e B,, podem ser
determinadas. Dessa forma, a soma da solug&o particular juntamente com a solugao
da equacdo diferencial homogénea resulta na equacdo de deflexdo da placa
(Equacéo 47).

4pa* - 1 2cosha,, coshn,, + ay,sinha,,coshn,, — nysinhny,cosha,,\ | mnx
w(x,y) = —(1- sin 47)
3D m>

1 + cosh2a,,
m=13,5..,

Onde as a,, € n,, estdo presentes nas equacoes 48 e 49.

b

= —— (48)
2a
mmy

M =—— (49)

Soares (2004) também realiza uma exposicao da solucao de Lévy para uma
laje retangular simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido sobre toda
a superficie, obtendo, de maneira similar, a equacdo que representa a deflexao da

superficie da placa (Equacdo 50), onde o termo «a,, € 0 mesmo mostrado na

Equacéo 48.
4pa* o 1 amtanh(a,y,) + 2 2a,y mmy L [20mY\\ | mmx
w= 5D m=1235 ﬁ(l ) cosh(a,,) COSh( b ) + 2acosh () smh( b ) sm( a ) (50)

2.6 PROGRAMACAO DE PAGINA WEB

Em consideragdo aos objetivos apresentados relacionados com a
implementacdo de rotinas computacionais tanto para a analise estrutural quanto
para a geracao de relatério com os processos utilizados e para a implementacdo do
modulo final de forma on-line, mostra-se necessaria a utilizacdo de tecnologias

relacionadas com a programacao de paginas web. Em vista disso, essa subsecao
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apresenta informacgfes importantes sobre as tecnologias utilizadas na elaboracéo do

modulo proposto.

2.6.1 HTML

De acordo com Lemay (2002), HTML € a linguagem utilizada para escrever
paginas web, tratando-se de um termo inglés “Hypertext Markup Language” que
significa Linguagem de Marcacao de Hipertexto. Além disso, a autora afirma que o
HTML foi baseado em um sistema de processamento de documentos de maior
dimensdo chamado SGML, que também se trata de um termo inglés “Standard
Generalized Markup Language” que pode ser traduzido como Linguagem de
Marcagédo Generalizada Padrao.

Além disso, Flatschart (2011) cita que o HTML permite a criacdo de
documentos de forma estruturada com base em diversos elementos tais como
paragrafos, titulos, tabelas, links, listas, formularios, imagens, videos etc. Além
disso, o autor elucida que nas paginas web também podem ser inseridas outras
linguagens como o JavaScript, que permite uma maior interatividade com o usuario.

Dessa forma, Flatschart (2011, p. 21) cita que “A linguagem HTML é escrita
na forma de tags pelos sinais < > e </ >, que indicam a funcao e o conteudo de cada
elemento da linguagem”, onde o simbolo “< >” indica o inicio de uma tag e o simbolo
“</ >” indica o fim de uma tag aberta anteriormente. O autor ainda apresenta um
exemplo de tag, sendo essa a “<p>" e “</p>" que representa a abertura e o
fechamento de um paragrafo como elemento de uma pagina web.

Segurado (2016) explica que a primeira tag de um documento HTML é
sempre a “<html>”, de maneira que ela indica que o conteudo presente no
documento esta na linguagem HTML. Nesse sentido, todos os outros elementos do
documento ficam dentro das tags <html> e </html>.

Assim, Lemay (2002) exemplifica como criar uma versdo simplificada de uma
pagina web, como mostra a Figura 11, onde é necessario apenas copiar o codigo
presente nessa imagem em um editor de texto qualquer, salvar o arquivo no formato

“.htm!” e depois abri-lo em um navegador.
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Figura 11: Cbédigo exemplo de uma pagina web simples.

<!DOCTYPE html PUBLIC "-//W3C//DTD XHTML 1.0 Transitional//EN"
"http://www.w3.org/TR/xhtm11/DTD/transitional.dtd">

<html>

<head>

<title>Minha Pagina HTML de Amostra</title>
</head>

<body>

<hl>Esta é uma Pagina HTML </hl>

</body>

</html>

Fonte: Lemay (2002).

Apés abrir o arquivo com os cddigos apresentados na Figura 11, a pagina
presente na Figura 12 é exibida.

Figura 12: Pagina web exibida no navegador.

3 Minka Paging HTME de Amostra  Mic/ssef! inter ot | xplorer fEx

MO »
& &« rig B

P abrur BechapiT™ML 900 | Tasts e

Esta ¢ uma Pagina HTML

Fonte: Lemay (2002).

Entretanto, a linguagem HTML possui alguns fatores limitantes, um deles é o
fato de que ela ndo permite uma interatividade com o usuario. Contudo esse
problema pode ser contornado com o uso de outras linguagens como o JavaScript

(secao 2.6.3), conforme citado anteriormente por Flatschart (2011).

2.6.1.1 Canvas

A palavra Canvas consiste em um termo inglés que pode ser definido como
“tela grafica”. Além disso, de acordo com Souza (2013), canvas foi um conceito
introduzido pela Apple em 2004 para fornecer graficos para o navegador Safari e
atualmente teve sua padronizacdo realizada pelo grupo WHATWG (Web Hypertext
Application Technology Working Group) como uma forma de utiliza-lo em novas

tecnologias web.
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Souza (2013) afirma ainda que o elemento canvas possui caracteristicas
semelhantes ao Photoshop, a diferenca fica no fato de que o resultado grafico
gerado acontece diretamente no navegador. Ademais, o canvas dispensa 0 uso de
plug-ins ou ferramentas para a interpretacao.

O autor comenta também que o elemento canvas pode ser inserido em uma
pagina web por meio de uma tag conhecida como “<canvas>" e pode ser
manipulado utilizando o JavaScript (se¢ao 2.6.3).

Souza (2013, p. 15) destaca que “O CANVAS é indicado para projetos
multimidia, jogos, composicao grafica e efeitos visuais sofisticados”. O autor elucida
gue o JavaScript possui a finalidade de manipular o contexto 2D do CANVAS, sendo
possivel inserir com essa linguagem elementos como textos, imagens, videos,

graficos etc.

2.6.2 CSS

De acordo com Flatschart (2011) o CSS (Cascading Style Sheets) que
significa Folha de Estilo em Cascata € uma linguagem de estilo que serve para fazer
formatacdes de fontes, cores e layout.

Além disso, Flatschart (2011, p. 22) diz que “O uso do CSS permite que o
conteldo e apresentacdo (estilo) sejam trabalhados de forma independente,
conferindo flexibilidade e modularidade ao fluxo de trabalho para web”.

2.6.3 JavaScript

Segundo Flatschart (2011, p. 23) “JavaScript € uma linguagem de
programacao que pode ser incorporada diretamente em paginas HTML com a
fungdo de adicionar mais interatividade”. Além disso, 0 autor assegura que O
JavaScript € uma linguagem que funciona do lado do cliente, tratando-se de uma
linguagem do tipo “client side”, pois opera na maquina do usuario dentro da web.

O autor define algumas caracteristicas do JavaScript, sendo as principais:

e Nao e uma linguagem de marcacao e sim uma linguagem de programacéo
com sintaxe simples;
e Permite controlar a interatividade de elementos relacionados com ac¢des do

mouse, janelas dentre outros;
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e Controle de a¢bBes ao carregar uma pagina ou clicar em um elemento HTML
na pagina web;
e Modificar o conteudo de um elemento inserido na linguagem HTML;

e Validacdo de dados de formulario antes do envio.

Além disso, Segurado (2016, p. 67) relata que “JavaScript € considerada uma
linguagem de alto nivel, dindmica e conveniente para estilos de programacéo
orientados a objetos” e que “ndo é preciso ir muito longe para entender que € uma
das linguagens de programagao mais importantes da atualidade”.

Segurado (2016) pontua que JavaScript possui uma estrutura Iéxica, que
pode ser definida como um grupo regras que indicam como escrever programas na
linguagem, onde séo especificados como sao definidos os nomes de variaveis, como
inserir comentarios utilizando caracteres e como acontece a separacdo entre as
instrucdes programadas.

Os programas escritos na linguagem JavaScript utilizam o conjunto de
caracteres Unicode, que se trata de um superconjunto que suporta a maioria dos
idiomas conhecidos — relata Segurado (2016).

Além disso, a linguagem JavaScript faz uma separacao de letras maiusculas
e minusculas, por isso, Segurado (2016, p. 67) elude o fato de que “todas as
palavras devem ser sempre digitadas com a composi¢gao compativel de letras”.

Ademais, Segurado (2016) apresenta algumas palavras reservadas, que sao

identificadores para uso especifico, conforme mostra a Figura 13.

Figura 13: Palavras reservadas na linguagem JavaScript.

Break delete function return typeof

continue false instanceof trhow while

)ebuqs jer finally new true with

Jefault for null try

Fonte: Segurado (2016, p. 69).

Posto isso, Segurado (2016) explica que as condi¢cbes dentro da linguagem
JavaScript podem ser classificadas como condicionais, lacos e saltos. As

condicionais, como por exemplo o if e switch, servem para pular ou executar
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instrucdes dependendo do valor de uma expressédo, 0s lacos, como por exemplo o
while e for, possuem a finalidade de realizar instru¢des de forma repetida e por fim,
os saltos, como exemplo break, return e throw, ficam responséveis por fazer o

interpretador de comandos pular para uma outra parte das instrucdes.

2.6.3.1 PDFMake

O PDFMake (PAMPUCH; M., 2020), consiste em uma biblioteca feita com a
linguagem JavaScript. Neste contexto, uma biblioteca nada mais é que um conjunto
de funcdes pré-programadas em uma determinada linguagem de programacao.

Neste sentido, a biblioteca JavaScript PDFMake facilita a criacdo e geragao

de documentos em PDF diretamente no navegador.

2.6.3.2 SweetAlert2

Assim como o PDFMake (PAMPUCH; M., 2020), o SweetAlert2 (MONTE,
2022) se trata de uma biblioteca feita com a linguagem JavaScript. Essa biblioteca
possui como principal objetivo substituir a caixa de texto padrdo da linguagem
JavaScript, apresentando um visual mais agradavel, responsivo e customizavel.

Dessa forma, como exemplo, pode-se observar uma mensagem de erro

criada com a biblioteca SweetAlert2 na Figura 14.

Figura 14: Caixa de mensagens gerada utilizando a biblioteca SweetAlert2.

Opa...

Alguma coisa deu errado!

Por que eu tenho esse problema?

Fonte: Adaptado de MONTE (2022).

2.6.4 Visual Studio Code
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O Visual Studio Code (Microsoft, 2022), criado pela empresa Microsoft, pode
ser caracterizado como um editor de codigo-fonte aberto leve e poderoso que pode
ser usado nos sistemas Windows, macOS e Linux. Além disso, esse editor de
codigos apresenta algumas vantagens, destacando-se o fato de que ele possui
diversos atalhos que aumentam a produtividade, oferece suporte integrado para
JavaScript e possibilita a utilizacdo de extensdes que permitem uma vasta opcao de
melhoramentos como temas, depuradores, comandos adicionais e até mesmo
servidores de desenvolvimento locais (Live Server).

Dessa forma, como meio de exemplificacdo, observa-se, na Figura 15, que,
apenas ao digitar html dentro de um arquivo qualquer com a extensao “.html”, o
editor ja oferece um atalho para inserir automaticamente as instru¢des base de um
documento HTML e, como resultado, as instrucdes presentes na Figura 16 séo

criadas automaticamente ao selecionar a opgao “html:5” presente na Figura 15.

Figura 15: Atalho para criacdo automéatica de instrucdes base da linguagem HTML.

¢ exemplo.htm| ®

> jonat > < exe

html

Emmet Abbreviation

Fonte: O préprio autor utilizando o software Visual Studio Code (2022).

Figura 16: Resultado da utilizac&o do atalho para instru¢gdes base da linguagem
HTML.

< exemplo.html X

C: > Users > jonat > Desktop > <> exemplo.html > &2 html
html
lang="en"

charset="U

name="v
Document

Fonte: O préprio autor utilizando o software Visual Studio Code (2022).

2.7 SOFTWARES PARA A ANALISE DE LAJES
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Serdo apresentados a seguir softwares que realizam processos semelhantes

ao proposto no modulo de programa objeto deste trabalho.

2.7.1 RFEM5

O RFEM é um software de andlise estrutural pago oferecido pela empresa
alema-tcheca Dlubal Software, que possui filiais em diversos paises ao redor do
mundo, como Alemanha, China, Franca, Italia, Polonia e Republica Checa e que
recebeu certificacdo de acordo com a ISO 9001 no ano de 2016.

A vista disso, o programa permite, utilizando o método dos elementos finitos,
a modelagem, o célculo estrutural e projetos de modelos com elementos como
barras, placas, paredes, cascas e solidos. Além disso, a empresa oferece uma
opcao de requerimento de licenca estudante.

Sendo assim, na Figura 17, pode-se observar a tela inicial do programa, antes

de iniciar um projeto.

Figura 17: Tela inicial do software RFEMS5.

Novo projeto Projetos recentes Notificacoes

& Abrir

L e

AUTODESK ROBOT STRUCTURAL
ANALYSIS PROFESSIONAL

Fonte: O proprio autor utilizando o software RFEMS5 (2022).

Na Figura 18 é vista a tela principal do software RFEM5 com uma placa

guadrada com carregamento sobre toda a superficie e quadriapoiada.
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Figura 18: Tela princi.pal do software RFEMS5 com uma placa desenhada.

WEEF INFEFTY B3QES @ 28 01 - Conm drvibnite v e PRt w B HERPRELS AKX BRMS
YYD ARk APl R @R DT aRAY REAAOF AR ®- 17 oY ~L-2B 0S¥ 7-8

oS o e CARTES [0S GG LSt G5 GobalVPREGKY X A3m Y- GREm 2 0am

Fonte: O préprio autor utilizando o software RFEM5 (2022).

2.7.2 ROBOT

O Robot Structural Analysis Professional é um software oferecido pela
empresa Autodesk, conhecida também por outros softwares famosos como
AutoCAD e Revit. Uma de suas principais capacidades é realizar calculos de
diversos elementos estruturais por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF),
permitindo também realizar analises lineares e néo lineares estaticas e dinamicas e
utilizar efeitos de segunda ordem locais e globais, além de usar fluxos de trabalho
integrados ao contexto BIM (Building Information Modeling).

Apesar de o programa ser apenas vendido em um pacote de colecdo
oferecido pela Autodesk, é possivel solicitar e obter a versdo de estudante por meio
da péagina de internet da empresa.

Dessa forma, na Figura 19, pode ser observada a tela principal do software

Robot com uma placa exemplo desenhada.



Figura 19: Tela principal do software Robot Structural Analysis com uma placa
desenhada.

W puivo Ediar Vista Geomewa  Catgas  Andlise Resutados _ Projeto Ferramentas _Suplementos lanela _ Auda Comunidade
D2HavREe XBE AAEE A SQAAY kM2 S Eacm <
| oA < A @ A& 1 Camasupotaal s I
Inspetor de objeto
ﬂ*x o 9

W HOPERAYRBHBEL)I TS/ >%H

v
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u A8 HE © Resultados (FEM): disponivel ne2 = 2 = 000 Im} [kN] [Deg]

Fonte: O proprio autor utilizando o software Robot Structural Analysis (2022).
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3 METODOLOGIA

Serdo apresentados nesta secao 0s processos e ferramentas utilizados para
desenvolver o trabalho, que foi feito em duas vertentes: a tedrica e a pratica.

A vertente tedrica diz respeito ao estudo das bibliografias que estdo
referenciadas neste trabalho, principalmente relacionadas a solucdo de Lévy e
programacdo de pagina web, bem como a produgdo da fundamentagéo tedrica
presente na secéo 2.

A vertente pratica, por outro lado, fica caracterizada com o uso das
linguagens de pagina web (HTML e JavaScript) para a criacdo de interfaces de
saida de dados dentro do médulo de programa elaborado.

Ainda, foram elaborados os fluxogramas dos macropassos referentes aos
algoritmos criados na linguagem JavaScript para o modulo, que podem ser
encontrados na secao 4.

Além disso, foi utilizada a linguagem CSS para manipular o0s
posicionamentos, fontes, cores e outros estilos relacionados ao modulo inserido
dentro programa IFESTRUT-LAJES (2020) para facilitar a utilizacdo do médulo,
deixando-o mais intuitivo.

No que diz respeito as bibliotecas JavaScript, foram utilizadas algumas delas
no modulo, sendo o PDFMake (PAMPUCH; M., 2020), para a elaboracdo dos
algoritmos referentes ao relatério, pois essa biblioteca facilita a criacdo de tabelas,
listas, insercdo de imagens e colunas dentro do documento PDF, elementos
essenciais para a criacao do relatorio presente no modulo criado neste trabalho e o
SweetAlert2 (MONTE, 2022) para melhorar a responsividade das mensagens e
avisos dentro do programa. Ademais, foram realizados testes visando a procurar
erros de algoritmo bem como formas de melhora-los.

E importante frisar que, como bibliografia de estudo para a programacéo de
paginas web, foi utilizado o W3Schools (REFSNES DATA, 1998) como principal
fonte, por ser referéncia para diversos programadores e desenvolvedores de
paginas web. Para a edicdo e criagdo dos codigos (algoritmos), foi utilizado o
software Visual Studio Code, desenvolvido pela empresa Microsoft, por apresentar
muitas vantagens e facilidades em seu uso. Para a verificacdo e validacdo do
modulo desenvolvido, foi utilizado o software RFEM5 disponibilizado pela empresa
Dlubal.
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Dessa maneira, a fim de exemplificar o processo utilizado na elaboracéo

deste trabalho, pode-se visualizar a metodologia utilizada na Figura 20.

Figura 20: Metodologia utilizada no trabalho.

VERTENTE
TEORICA

Estudo das Estudo das &
bibliografias bibliografias
relacionadas relacionadas a
a solugdo de programagao

Lévy de pagina web

Bibliotecas
de fungdes
JavaScript

Linguagem Linguagem

HMTL JavaScript

Y

Criagado de
interface de saida
de dados como
um madulo do
IFESTRUT - LAJES

Fonte: O proprio autor (2022).

No que diz respeito ao relatorio elaborado, ele apresenta os dados de entrada
inseridos pelo usuario, a introdugéo teorica da solucdo de Lévy com énfase na
resolucdo de lajes simplesmente apoiadas sujeitas a carregamento distribuido sobre
toda a superficie, o processo de calculo e as referéncias utilizadas.

Destarte, € importante ressaltar que no site do IFSP — Campus Votuporanga
pode ser acessada uma pagina web (https://vtp.ifsp.edu.br/nev/) que possui todos os
programas criados pelo grupo de pesquisa (NEVE), utilizando a linguagem HTML.
Neste site encontra-se principalmente o programa IFESTRUT-LAJES (2020), que se
trata do programa base, que permite a insercdo de lajes com diferentes condi¢des

de contorno e de carga, na qual o médulo apresentado nesse trabalho foi inserido.


https://vtp.ifsp.edu.br/nev
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4 RESULTADOS

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados obtidos neste trabalho, que
correspondem ao médulo que realiza a analise de lajes simplesmente apoiadas com
carregamento distribuido sobre toda a superficie pela solucdo de Lévy. Salienta-se
que o médulo ja se encontra disponivel online no site do NEV, dentro do programa
IFESTRUT-LAJES (2020).

4.1 FUNCOES ALGEBRICAS EXPLICITADAS

Para a obtencdo das funcdes algébricas para os esforcos de uma placa
simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido sobre toda a superficie,
objeto deste trabalho, foram utilizadas as equacdes 12 a 16, citadas na sec¢ao 2.3,
juntamente com a Equacéo 50, referente ao deslocamento transversal de uma placa,
explicada na secédo 2.5.1.

Além disso, ndo foram encontradas as funcbGes algébricas dos esforcos
explicitamente nas bibliografias estudadas, de maneira que elas foram obtidas
computacionalmente e implementadas no moédulo. Em se tratando de célculos
complexos, em decorréncia da quantidade de termos presentes nas equacgoes, foi
utiizada uma calculadora de derivadas on-line chamada Derivative Calculator
(SCHERFGEN, 2022) para a obtencéo das equacdes 51 a 55.

29 (Ttmysenh( b ) ta <2 cosh(ap) — (aptanh(ay,) + Z)COSh( I;,J))) cos (nme)

© —

0, = Z m?cosh(a,,)m? (51)

m=135-18a%q,,q (nammysenh (Zaé"y) + <7rbm — aay, (aytanh(a,,) + 2)cosh (Zaé"y)>> cos (7%“)
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m=135... ( M) 2ra,m(mbm — 2aa,,)(tbm + 2aa,y,)ycosh (Tm}’)

sen
ra’bay,’m + 8a3a,,* tanh(a,,) + 16a3a,,? b
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3b3m3 — 2n2ab?a,, (a,, tanh(a,,) + 2)m? —] b (Zam}’> +
] (52)
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(55)

4.2 FLUXOGRAMAS DOS MACROPASSOS DOS ALGORITMOS PRINCIPAIS DO
MODULO

A fim de facilitar a compreenséo do funcionamento do médulo de programa
em geral, foram desenvolvidos fluxogramas dos macropassos para 0s principais
algoritmos inseridos dentro do médulo.

O primeiro fluxograma (Figura 21) é referente ao processo de entrada no
moddulo objeto deste trabalho. Nota-se que, em todos os fluxogramas apresentados

a seguir, uma palavra seguida de “()” significa uma subrotina.
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Figura 21: Fluxograma geral do modulo objeto deste trabalho.

Fonte: O proprio autor (2022).

Dessa forma, a funcéo principal apresentada no fluxograma da Figura 21 é:

solucaolevy(): E a funcéo responsavel por gerar toda a tela principal de saida
do mddulo, conforme apresentado na segéo 4.4.

Na Figura 22, pode ser visto o fluxograma de macropassos referente ao
processo de geracao dos diagramas no médulo.
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Figura 22: Fluxograma de macropassos do processo de geracdo dos diagramas no
maodulo.

Fonte: O proprio autor (2022).

Cujas funcgbes expostas sao:

attlevy(): Funcdo que desenha o diagrama escolhido pelo usuéario na tela de
saida, além de limpar e atualizar a tela de saida quando necessario. Além disso, ela
Ié qual foi o diagrama escolhido pelo usuéario, de maneira que essa informagéo
define qual seréa a fungéo algébrica utilizada na funcao vfdiaglevy().

vfdiaglevy(): Funcdo responsavel por calcular, para cada ponto contido na
laje, com base no espacamento escolhido pelo usuario, o valor do esforco ou
deslocamento escolhido pelo usuario.

fdiaggenlaje(): Trata-se de uma funcdo genérica que desenha o diagrama dos
esforcos ou deslocamento escolhido pelo usuario, neste modulo, desenha os
diagramas obtidos pela solucédo de Lévy.
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getMin() e getMax(): Sdo funcdes genéricas que pegam os valores minimos e
maximos, respectivamente, de um diagrama, neste caso os valores dos diagramas
da solucédo de Lévy, obtidos pela funcéo vfdiaglevy().

desenharOrigem(): Funcédo que desenha as setas dos eixos de coordenada x
e y na tela de saida canvas com base no método utilizado, neste caso o método de
Lévy.

A Figura 23 representa o fluxograma de macropassos do processo de

emisséao do relatério em PDF.

Figura 23: Fluxograma de macropassos da gerac¢ao do relatério em PDF no médulo.

Sim

B o

Fonte: O proprio autor (2022).

Neste contexto, as fungbes definidas no fluxograma da Figura 23 séo:

abrirpdflevy(): Funcdo JavaScript responsavel por iniciar o algoritmo que gera
o relatdrio em PDF.

capalLevy(): Algoritmo responsavel por criar a capa do relatério, com
informac¢des como nome do aluno responsavel pelo moédulo, professor orientador,

data de criacéo etc.
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gerardadospdflevy(): Algoritmo que cria toda a estrutura do relatorio, como
dados de entrada, introducéo tedrica, resolucdo numerica, referéncias bibliogréaficas
etc. Para fins de ilustrar os codigos criados, no apéndice A apresentam-se trechos
de algoritmo implementados para a criagdo do relatério em PDF.

Ainda, na Figura 24, esta presente o fluxograma de macropassos referente ao

processo de geracdo da tabela de resultados.

Figura 24: Fluxograma de macropassos da tabela de resultados do modulo.

Sim

Fonte: O proprio autor (2022).

No fluxograma da Figura 24, séo vistas algumas fun¢bes novas, sendo elas:

tabelasresulLevy(): Funcéo principal que define a estrutura do arquivo PDF e
os dados das tabelas de esfor¢cos ou deslocamento escolhidos pelo usuario.

table(): Utiliza objetos da linguagem JavaScript para organizar os dados
gerados em tabelas que sdo implementadas no documento PDF, com base na
biblioteca PDFMake (PAMPUCH; M., 2020).

Por fim, esta presente na Figura 25, o fluxograma de macropassos referente
ao algoritmo que realiza o célculo de um esforco ou deslocamento em um ponto

definido pelo usuario.
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Figura 25: Fluxograma de macropassos do calculo de esforco ou deslocamento em
um ponto especifico.

Sim

Fonte: O proprio autor (2022).

As funcdes utilizadas neste processo sao:

PontoEscolhidoLevy(): Funcéo principal, responsavel por gerar a interface e
0s menus de opcodes de escolha do resultado pontual de esforcos ou deslocamento,
bem como validacao da posi¢cdo do ponto inserido pelo usuario.

calculaEsfPonto(): Realiza o célculo do esforco ou deslocamento no ponto

definido pelo usuario e emite esse resultado na tela.

4.3 PROGRAMA BASE: IFESTRUT-LAJES

O mddulo objeto deste trabalho foi desenvolvido e implementado no programa
IFESTRUT-LAJES, resultado de um projeto de iniciacdo cientifica realizado por
Fernandes e Nirschl (2020) e Santos e Nirschl (2020) do Instituto Federal de Séo
Paulo, campus Votuporanga, dentro do grupo de pesquisa NEVE (Nucleo de
Engenharia Virtual e Experimental), do qual o autor faz parte. O programa pode ser
acessado na pagina web do NEVE (https://vtp.ifsp.edu.br/nev/), onde também se
encontram todos os programas criados pelo grupo.

O programa se trata de uma pagina de internet com base CAD (Desenho

assistido por computador) que permite a insercdo de lajes com diferentes condi¢bes
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de contorno e carregamento, realizada com o objetivo de possibilitar a
implementacdo de modulos com viés metodolégico e educacional da anélise de
estruturas planas fletidas (lajes). Na Figura 26 esta presente a interface inicial do

programa na sua versao mais atual.

Figura 26: Interface atual do programa IFESTRUT-LAJES.

Wy J&im %ﬂ-‘; ,(N......_
BCmEZEcD (D CD mEmm

[ LA

y

Selecione a ferramenta para desenhar laje, digite
0s valores para os itens abaixo, clique na telae
desenhe a lgje.

SUBSTITUIR EM UMA LAJE

=3
Fonte: O proprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

Para fins de exemplificacdo, é descrito a seguir um tutorial de como deve ser
inserida a estrutura dentro do ambiente CAD. Além disso, 0 programa possui um
manual de utilizacdo que pode ser acessado por meio do botdo “MANUAL”
(contornado em azul na Figura 26).

Para desenhar uma laje, basta clicar no botdo de lapis que fica ao lado do
botdo de vinculos (contornado em vermelho na Figura 26) e definir os parametros
iniciais da laje (contorno verde na Figura 26). ApOs isso, basta clicar em qualquer
ponto do ambiente branco (canvas) para definir o primeiro ponto.

Existem dois métodos para definir o segundo ponto: clicar novamente em um
lugar do ambiente ou digitar as coordenadas relativas na caixa de texto que surgir e
apos o primeiro cliqgue (op¢do mais precisa) e confirmar com a tecla ENTER. Além

disso, apds o primeiro clique, sera possivel visualizar uma laje temporaria que
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acompanha o movimento do mouse e que apresenta as cotas dessa laje, para

facilitar o processo.
Na Figura 27, observa-se uma laje sendo desenhada com as dimensfes de

4x4 metros, utilizando a opcao de digitar as dimensdes na caixa de texto.

Figura 27: Desenhando uma laje no programa IFESTRUT-LAJES.

o= ag B0 DD e O
B0 (D E0 EEE - wemi
X

[

y
4.000m

4.000m

FUNCOES ~

Fonte: O préprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

AplOs a insercao da laje, pode-se definir as condicbes de contorno do
elemento, que como padrdo adota os quatro lados apoiados, no botdo “VINCULOS”,

na qual oferece as op¢des contornadas em vermelho na Figura 28.

Figura 28: Opcdes de vinculos disponiveis no programa IFESTRUT-LAJES.
~ ] -]

APOIADA
LIVRE
ENGASTE

Fonte: O préprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).
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Ao escolher um vinculo, como por exemplo o engaste, um menu lateral sera
aberto (contornado em vermelho na Figura 29) permitindo inserir o vinculo na laje
desenhada. Apds selecionar a opcao inserir, serd ativado um object snap (captura a
atracdo do ponteiro do mouse a pontos especificos) que, ao passar 0 mouse perto
de um dos lados da laje, sera alterado a cor desse lado para azul indicando que, se

0 usuario clicar, o vinculo sera inserido (contornado em verde na Figura 29).

Figura 29: Vinculo sendo inserido e menu Iateral no programa IFESTRUT-LAJES.

@O | s oo
BEEEZECD 0 ) R

[ . ENGASTE

¥ —_

INSERIR

Selecione um dos lados da laje para inserir o
apoio

4,000m

=
Fonte: O préprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

Além de inserir os vinculos, também é possivel definir os carregamentos no

botdo “CARGAS”, com as opgdes presentes contornadas em vermelho na Figura 30.

Figura 30: Opc¢des de carregamento disponiveis no programa IFESTRUT-LAJES.
20
= 1512

CARGADISTR. SOBRE TODAALAJE [

X
CARGADISTR. SOBRE REGIAO
CARGA PONTUAL

y TREM-TIPO TB-450 NBR 7188:2013

Fonte: O proprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

Ao abrir uma das opcdes, como por exemplo a “CARGA DISTR. SOBRE
TODA A LAJE”, sera exibido um menu lateral com as opg¢des de entrada
(contornado de vermelho na Figura 31).

O processo para atribuir uma carga a laje é semelhante aos vinculos,

bastando apenas digitar o valor da carga e selecionar a opc¢éo inserir. Apos isso,
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gquando o ponteiro do mouse estiver dentro da laje, um object snap ira indicar,

mudando a cor das bordas da laje para azul, que a carga pode ser inserida. Neste

caso, foi atribuida uma carga distribuida sobre toda a laje de 5kN/m2 na laje

exemplo. Existem também botdes que apagam as cargas propostas pelo programa,

funcionando também por object snap.

Figura 31: Inserindo cargas no programa IFESTRUT-LAJES.

o0

IR EER D) (0 0 BT
X

=

M

4.000m

CARGA DISTRIBUIDA SOBRE
TODA LAJE

Digite o valor da carga, clique no botdo inserir &
selecione a laje.

Médulo da carga

Demonstragio

INSERIR

Fonte: O proprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

O programa também apresenta diversas funcionalidades no botdo “OPCOES”

(contornado em vermelho na Figura 32) que facilitam a utilizacdo dele.

Funcionalidades como os dados da laje inserida pelo usudario, uma opcao que

permite ao usuario medir pontos importantes da laje inserida, como posi¢des das

cargas, o tamanho do texto de saida, a quantidade de casas decimais que serédo

exibidas e até mesmo as unidades que os resultados irdo aparecer.

Figura 32: Funcionalidades do programa IFESTRUT-LAJES.

DADOS DA LAJE
MEDIR

Tamanho da Fonte: 14

MINIMO DE CASAS DECIMAIS A EXIBIR:
3

SISTEMA DE UNIDADES DOS VALORES
FINAIS (recalcule para aplicar)
| O DAS CARGAS (SE IGUAIS; se ndo kN-m) v |

Fonte: O préprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).
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Para acessar os modulos disponiveis dentro do programa, em especial o
modulo desenvolvido neste trabalho (contornado de verde na Figura 33), basta ir no
botdo “FUNCOES” na parte inferior da interface inicial (destacado em vermelho na

Figura 33), ap0s inserir a laje, seus vinculos e cargas.

Flgura 33 Maodulos dlsponlvels no programa IFESTRUT LAJES.
ma (D D EIEED

[

4.000m

// /
/5 e/
v /

4.000m

SUBSTITUIR EM UMA LAJE

Ciovretew |
Fonte: O proprio autor utilizando o software IFESTRUT-LAJES (2022).

4.4 MODO DE OPERACAO DO MODULO DESENVOLVIDO

Nesta secdo, estdo compreendidas todas as funcionalidades do mdédulo
desenvolvido e como utiliza-las passo a passo.
Neste sentido, € importante esclarecer que, para a utilizagdo do médulo aqui

7

exposto, € necessario o desenho da laje no programa IFESTRUT-LAJES (NEV,
2020), com suas caracteristicas e parametros de entrada conforme explicado no
item 4.3, uma vez que, caso essas caracteristicas e parametros nao estejam de
acordo com o pré-estabelecido, o programa retornara uma mensagem de aviso ou
de erro indicando o possivel problema encontrado.

Na Figura 34, encontra-se a interface principal do modulo (saida do
IFESTRUT-LAJES) com seus elementos fundamentais, que, como explicando
anteriormente, pode ser acessada na opcdo ‘METODO DE LEVY” no botdo
“FUNCOES”, conforme Figura 33.

Na interface principal do médulo, encontram-se na parte superior (contornado

de vermelho na Figura 34) os parametros que o usuario pode definir para o calculo
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dos diagramas, como o espacamento dos pontos, a tolerancia utilizada e o valor
maximo do coeficiente m, utilizados nas equacdes algébricas relacionadas a solugéo
de Lévy. Além disso, pode-se notar também a presenca da tela feita com o elemento
canvas da linguagem HTML (contornado de verde na Figura 34), que se trata do
local onde os diagramas sdo desenhados. No menu lateral direito (contornado de
azul na Figura 34) encontram-se opcoes referentes ao médulo, como os esforcos e
deslocamento que podem ser analisados, o resultado em um ponto especifico, o
arquivo no formato PDF das tabelas de resultados e o relatério em PDF.

Figura 34: Interface principal do modulo.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):|_ 0,01 | @
Tolerancia:[ 0.1 %@

alor maximo de m 1 [ )

DIAGRAMAS
LEVY

Selecione o tipo de diagrama que deseja para
obter mais opgdes a respeito

ESCOLHA NO MENU AQ LADO

MOMENTOS

A OPCAO DESEJADA DESLOCAMENTO

08 e/ou deformagBes em um

RESULTADO EM UM PONTO

(Relatério e/ou a Tabela de

Fonte: O proprio autor (2022).

Neste contexto, quando o usuario seleciona um botdo relacionado aos
esforcos ou deslocamento, um submenu sera exposto, com novas informacoes

referentes ao botdo selecionado, conforme Figura 35.

Figura 35: Submenus do menu rincial do médulo.

> CORTANTES S MOMENTOS © =
Para alterar 0 espagamento dos pontos do Para alter: t itos dt
Lo s ara alterar. 0 espegamento dos pontus do Para alterar 0 espagamento dos pontos do
diagrama vocé deve definir o valor e clicar diagrama vocé deve definir o valor e clicar ~
diagrama vocé deve definir o valor e clicar
novamente em desenhar. novamente em desenhar.
novamente em desenhar.
DIAGRAMA Qx
0 ERER X DIAGRAMA DESLOCAMENTO
DIAGRAMA Qy DIAGRAMA My
( ciigue no arquivo abaixo para gerar o relateio.
DIAGRAMA Mxy —
[ Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio =
l Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio
Clica no botdo abaixo para exibir os pontos. Para Clica no bot&o abaixo para exibir os pontos. Para Clica no botdo abaixo para exibir os pontos. Para
ver os dados basta passar 0 mouse sobre eles ver 0s dados basta passar 0 mouse sobre eles ver 0s dados basta passar 0 mouse sobre eles

com o bot3o ativo

com o botdo ativo com o botdo ativo.

MOSTRAR MOSTRAR MOSTRAR

Fonte: O proprio autor (2022).
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Para desenhar o diagrama do esfor¢co ou deslocamento selecionado, basta
clicar no botdao “DIAGRAMA” referente ao desejado e entdo o diagrama sera
desenhado (tela canvas marcada em verde na Figura 36) com base nos dados
inseridos na parte superior da interface de saida do moddulo (contornado de

vermelho na Figura 36).

Figura 36: Tela principal do médulo com um diagrama de deslocamento desenhado.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):| 001 |@
Tolerancia:[ 0,1 % @
Valor méximo de m:[ 11 [itid
DESLOCAMENTO (mm) DESLOCAMENTOS
Para alterar 0 espagamento dos pontos do
diagrama vocé deve definir o valor e clicar
novamente em desenhar.
DIAGRAMA DESLOCAMENTO
( Clique no arquivo abaixo para gerar o relatério
ibir os pontos. Para
passar 0 mouse sobre eles
25s 1022 2720 3808 450 - s 2o s 181
e . | — ]
5.22e-15 1.083 2178 1204 4382 5440 es% 761 MOSTRAR

Fonte: O proprio autor (2022).

Nota-se também, nos submenus apresentados na Figura 35, um botao
‘“MOSTRAR” (contornado de laranja na Figura 37) que possibilita ao usuario
visualizar os dados dos pontos do diagrama desenhado, de maneira que, ao
selecionar este botdo, sdo mostrados os dados do valor maximo e minimo do
diagrama do lado esquerdo da tela de saida canvas, bem como a coordenada
desses pontos (em vermelho na Figura 37). Além disso, ao passar 0 mouse sobre o
diagrama, com o botdo ainda ativo, os dados do ponto onde o ponteiro do mouse
esta também aparecerdo na tela de saida no lado esquerdo, conforme Figura 37,
gue se trata da mesma laje da Figura 36, apenas com o espacamento dos pontos

diferente para facilitar a visualizacao.
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Figura 37: Botdo “MOSTRAR” ativo em um diagrama exempilo.
Espacamento dos pontos do diagrama (m):[ 05  |@

Tolerancia: %@ i
Valor méaximo de m: o
S &
DESLOCAMENTO (mm) DESLU CAM ENTOS

Para alterar o espagamento dos pontos do
diagrama wocé deve definir o valor e clicar
novamente em desenhar.

DADOS DO PONTO

X: 3.000 m
¥--1.500 m
Valor: 4.808
VALOR MAXIMO
X: 2.000 m
Y- 0.000 m
Valor: 8.161
VALOR MINIMO
X: 2,000 m
Y--3.500m
Valor. -5 2215

DIAGRAMA DESLOCAMENTO

[ tique no arquivo abaixo para gerar o relatio

E

Clica no bot3o abaixa para exibir os pontas. Para
ver os dados basta passar o mouse sobre eles

. com o botdo ativo
5084 7.073 5181

7073
5528 7o17 MOSTRAR

Fonte: O proprio autor (2022).

Nos submenus (vide Figura 35), também existe um botdo com simbolo de
engrenagem (em vermelho na Figura 38) que permite ao usuario alterar as op¢des

de visualizac&o dos valores maximos e/ou minimos dos diagramas.

Figura 38: Opcodes de alteracdo dos valores de maximo e minimo dos diagramas.

MINIMO E MAXIMO DO DIAGRAMA OBTIDOS A
P PARTIR DOS DADOS CALCULADOS

] 2
n

DEFINIR

[ Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio

MINIMOD

wovo [

DEFINIR

Clica no botdo abaixo para exibir os pontos. Para
ver 0s dados basta passar 0 mouse sobre eles
com o botdo ativo

MOSTRAR

Fonte: O proprio autor (2022).

Neste contexto, na Figura 39, observa-se a laje da Figura 36 com o valor de
minimo alterado para 2 mm de deslocamento, fazendo com que todos os valores
menores ou iguais a 2 mm tenham a mesma cor no intervalo de cores definido pelo

maodulo.
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Figura 39: Diagrama desenhado com o valor de minimo alterado.

Minimo alteradole]

Espacamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,01 0

Tolerancia:[ 0,1 %@

Valor maximo de m 1 [ ]
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0PGOES ©

PARTIR

para 2 mm

|n MINIMO

MAXIMO

DEFINIR

( Clique no arquivo abaixo para gerar o relatério

MOSTRAR

Fonte: O proprio autor (2022).

Na interface principal também existe um botédo de “OPCOES LEVY” (Figura

40, marcado em vermelho), localizado acima da tela de saida canvas, que permite

ao usuario obter e comparar os resultados para as lajes inseridas pelas tabelas

classicas de Pinheiro (2007), Marcus, disponiveis, por exemplo, em WILLIAN (2021)

ou Czerny, disponiveis, por exemplo, em ARAUJO (2015), como pode ser visto na

Figura 41.

Figura 40: Botdo de opcdes para comparacao de valores.

Tolerancia: |

0,1 %@

Valor méximo de m:[~ 11 [}

Espagamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,01 @

OPCOES LEVY~

DIAGRAMAS

ESCOLHA NO MENU AO LADO
A OPCAO DESEJADA

LEVY

CORTANTES
MOMENTOS
DESLOCAMENTO

s o/ou deformagBes em um

RESULTADO EM UM PONTO

(Retats

Fonte: O proprio autor (2022).



MOMENTOS - TABELA PINHEIRO (2007)

Momento maximo em x: 11.456 kN*m
Momento maximo em y: 4.518 kN*m

REAGOES DE APOIO - TABELA PINHEIRO
(2007)

Reagdo de apoio em x: 11.424 kN
Reagdo de apoio emy: 8.000 kN
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Figura 41: Resultados obtidos pelas tabelas classicas.

MOMENTOS - TABELA MARCUS (1929)

Momento méximo em x: 10.903 kN*m
Momento méaximo em y: 3.561 kN*m

Observagao: 0 eixo x representa o eixo onde se
encontra a menor dimensao da laje.

MOMENTOS - TABELA CZERNY (1976)

Momento maximo em x: 11.852 kN*m
Momento méaximo em y: 5447 kN*m

Observagao: 0 eixo x representa o eixo onde se
encontra a menor dimensao da laje.

Observagao: O eixo x representa o eixo onde se = o

encontra a menor dimensao da laje.

Sair

Fonte: O proprio autor (2022).

No menu presente na interface principal (vide Figura 34) existe também o
botdo “RESULTADO EM UM PONTQO” que permite ao usuario visualizar o valor de
um esforco ou deslocamento pontual. Para isso, 0 usuario primeiro precisa escolher
e confirmar o esforco ou deslocamento desejado e, ap0s isso, inserir a posi¢cao na
qual deseja esse valor, como mostra a Figura 42, que foi feita com um exemplo de
esforco de deslocamento na coordenada x =2 m e y = 0 m (meio da laje, nesse

caso).

Figura 42: Resultado pontual do deslocamento na coordenadax=2ey =0.

COORDENADA DO PONTO
Observagoes:
1 - Virgula € o separador das coordenadas; RESULTADO DO PONTO
i 2 - Ponto & o separador decimal;
CORTANTES ESFORCOIDEFORMACAO DE 3 - Utilize coorde! as com base na Teoria de Levy
UM PONTO DESEJADO (Figura abaixo) INSERIDO
4 - Utilize a coordenada em metros
MOMENTOS Selecione o esforgo/deformagio v ' . 0 valor do deslocamento para as
DESLOCAMENTO Selecione o esforgo/deformagao . coordenadas x =2 ey =0 éigual a:
Cortante X X 8.161 mm
Cortante Y
Momento X “ n
Momento Y
Torgor Mxy
Deslocamento 2,0

Fonte: O proprio autor (2022).

Ainda no menu presente na interface principal, existe também a opcdo de
gerar uma tabela de resultados de esforcos e/ou deslocamento. Para gerar a tabela,
0 usuario precisa escolher os esforcos ou deslocamento desejado, podendo
escolher uma ou mais op¢des, como mostra a Figura 43. Neste sentido, na Figura

44 pode ser vista uma parte desse arquivo em PDF com as tabelas geradas.
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Figura 43: Interface para a escolha de esforcos ou deslocamento da tabela de
resultados.

SELECIONE 0S ESFORGOS/DEFORMAGAQ
DESEJADOS PARA VISUALIZAR NA TABELA DE
RESULTADOS

| r
DESLOCAMENTO MOMENTO My
A |

~
[ CORTANTE Qx CORTANTE Qy
4

Opcodes

escolhidas m

Fonte: O proprio autor (2022).

Figura 44: Parte da tabela de resultados.

Tabela 1 - Tabela dos Resultados Pontuais.

X (m) y (m) (mm) My (kN*m/m) Qx (kN/m)
0.000 -3.500 0.000 0.000 -3.00e-15
0.500 -3.500 -2.00e-15 1.40e-15 -1.49e-15
1.000 -3.500 -3.69e-15 3.11e-15 -1.44e-16
1.500 -3.500 -4.82e-15 3.69e-15 -5.95e-16
2.000 -3.500 -5.22e-15 3.50e-15 -1.79e-31
2.500 -3.500 -4.82e-15 3.69e-15 5.95e-16
3.000 -3.500 -3.69e-15 3.11e-15 1.44e-16
3.500 -3.500 -2.00e-15 1.40e-15 1.49e-15
4.000 -3.500 -6.39%e-31 3.72e-31 3.00e-15
0.000 -3.000 0.000 0.000 6.122
0.500 -3.000 0.842 1.308 3.650
1.000 -3.000 1.524 2.148 2.138
1.500 -3.000 1.962 2614 1.029
2.000 -3.000 2112 2.766 -7.10e-17
2.500 -3.000 1.962 2.614 -1.029
3.000 -3.000 1.524 2.148 -2.138
3.500 -3.000 0.842 1.308 -3.650
4.000 -3.000 2.73e-16 4.73e-16 -6.122
0.000 -2.500 0.000 0.000 9.308
0.500 -2.500 1.580 1.845 6.306
1.000 -2.500 2.875 3.160 3.866
1.500 -2.500 3.706 3.939 1.867
2.000 -2.500 3.989 4.198 5.51e-17
2.500 -2.500 3.706 3.939 -1.867
3.000 -2.500 2.875 3.160 -3.866
3.500 -2.500 1.580 1.845 -6.306
4.000 -2.500 5.10e-16 6.36e-16 -9.308
0.000 -2.000 0.000 0.000 11.269
0.500 -2.000 2178 2.061 8.053
1.000 -2.000 3.973 3.585 5.107
1.500 -2.000 5.133 4.528 2.498
2.000 -2.000 5.530 4.836 1.54e-16
2.500 -2.000 5.133 4.528 -2.498
3.000 -2.000 3.973 3.585 -5.107
3.500 -2.000 2.178 2.061 -8.053

Fonte: O proprio autor (2022).

E possivel também a criagdo do relatério PDF clicando no simbolo de
documento presente tanto no menu principal visto na Figura 34 quanto nos
submenus da Figura 35. Para gerar o documento PDF, basta clicar no botéo e, apés
isso, aparecerd uma interface solicitando ao usuario escolher o ponto no qual deseja
obter os resultados dentro do relatorio (vide Figura 45).
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Figura 45: Interface para a geracao do relatério em PDF.

COORDENADAS PARAO
RELATORIO PDF

Observagoes:
1 - Virgula & o separador das coordenadas;
2 - Ponto & o separador decimal;
3 - Utilize coordenadas com base na Teoria de Levy (Figura abaixo);
4 - Utilize a coordenada em metros.

Coordenada
escolhida

2,0

[R— o |
Fonte: O proprio autor (2022).

O relatério em PDF apresenta as informacgdes inseridas pelo usuério (dados
de entrada), uma introducéo teorica sobre a teoria de Lévy (vide Figura 46), a teoria
envolvendo a solucdo de Lévy para uma laje simplesmente apoiada sujeita a
carregamento distribuido sobre toda a superficie (Figura 47), a solucdo numérica
para o ponto definido pelo usuario, os diagramas calculados (Figura 48) bem como
as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho. Um relatério completo, como

exemplo, apresenta-se no Apéndice B.

Figura 46: Parte do relatorio referente aos dados de entrada e introducéo a solucdo

de Lévy.
Tabela 2 - Dados dos apoios.
Tipo de apoio indice Lado
Apoiada 0 0-1
Apoiada 1 1-2
Apoiada 2 2-3
Apoiada 3 3-0
CARGA SOBRE TODA LAJE

Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabela 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.
indice Médulo (kN/m2)
0 8.000

INTRODUGAO A SOLUGAO DE LEVY

Conforme Soares (2004), o método de Lévy é a solugao analitica de placas utilizando a Teoria da

Claatianidada da ;mmanmaiva ~iia Aamma anna maltada L maadliial Alkbae vaniidlbadan mava diviavana

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 47: Parte do relatorio referente a solugcéo algébrica para lajes quadriapoiadas
com carregamento sobre toda a superficie.

2qoa® (25)
74m*Dcosh(om)

Cm =

Sendo assim, substituindo na Equagédo 22 os valores de Bm e Cm obtidos e simplificando a
equagao, é obtida a equagdo de deslocamento de uma laje retangular simplesmente apoiada
com carga distribuida sobre toda a superficie pela solugéo de Levy, como mostra a Equagao 26:

amtgh(am)+2 2am
_ 4pa4 = 1 1- 2cisl(1 (n,)n) cosh ( b y) mmx (26)
W=D 2 m® _mmy  conp (2amy sen( a )
m=1,35... +3acosh (nm)sen b
Onde
S mnb (27)

2a

Posteriormente, com a ajuda de uma calculadora de derivadas on-line chamada Derivative
Calculator (SCHERFGEN, 2021) e utilizando as expressdes apresentadas anteriormente na
introdugao, foram obtidas para as cortantes, momentos e momento torgor, as equagdes
necessarias para o calculo desses esforgos (Equacgao 28, 29, 30, 31 e 32) apresentadas abaixo:

&5 2q(7rmysenh(2—"—éﬂx)+a(2 cosh (n,,,)—(a,,,tanh(am)+2)cosh(3’%’1)))cos( ”;"") (28)
Q. = Z w2cosh(am)m -
X 832(w,,,q(7mmmysenh( 2“—[,'"1 )+(7rbm—an,,,(a,,,tanh(nm)+2)cosh( 2"T"”')))cos( o )
m=1,35... w4 b2cosh(am)m?®
m303m? — 272ab’a, (am tanh (o) + 2) m*— 2 (29)
xmx £amy
Q=5 e %ﬁ% 12ra?bam?m + 8adap,* tanh (am) + 16a3%a 3 senh (%) +

2am(rbm — 220,,)(bm + 230,,)ycosh (252)

= i 2aqsen( i )(ﬁmysenh(g-‘—';,’l’l)+a(2 cosh (am)-(ﬂmtanh(nm)+2)cosh(g—‘l,;—"l))) B (30)
M = Z m3cosh(am)m3
X 8a*amqusen( ™™ ) (wammysenh( 2omy )+(7bm—aam(amtanh(am)+2)cosh( 2omy )
m=1,35... | 72 b2 cosh(am)m®
&b [ 2aqvsen( ";'"‘)(ﬂmysenh(g’lé"l)+a(2 cosh (nm)—(n‘mtanh(nm)+2)cosh(2—"7,’1’1—))) _ (31)
M. — Z m3cosh(am)m3
y = 8a’amgsen( =™ )(wammysenh( 2omy )+27rbm—anm(amtanh(ﬂm)+2)cosh( 2omy )
m=135... [ m2b2cosh(am)m®
50 2azq(v~1)((1rbm42.an,,.(n,,,tanh(u,,.)+2))senh(2igﬂl)+27mmmyCOSh(2££’Z))C°5( ":,m) (32)
MX,V = Zm:1,3,5... w4 bcosh(ay,)m*

RESULTADOS

A partir daqui serdo realizados os calculos pela Solugao de Levy com base nos dados de entrada
da laje inserida pelo usuario, apresentados anteriormente, bem como os dados de entrada
especificos da solugdo de levy escolhidos pelo usuario, como pode ser visto abaixo:

¢ Espagamento dos pontos do diagrama: 0.01 metros
e Tolerancia: 0.1 %
¢ Valor maximo dem: 11

Fonte: O proprio autor (2022).



Figura 48: Parte do relatério referente aos diagramas obtidos.
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Figura 7 - Cortante no eixo Y

CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

-10.168 -7.038 -2910 -0.782 2348 5474 8.602

-11.720 -8.602 -5.474 -2.348 0.782 3010 7.038

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022

Figura 8 - Momento no eixo X

MOMENTO NO EIX0 X (kN*m/m)

0.773 2320 3.867 5414 6.961 8.508 10.054

-5.70e-1 1 4841 8.187 e.281

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022

10.188

11.730

11.601

Fonte: O proprio autor (2022).
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4.5 PROCESSO DE CRITERIO DE PARADA UTILIZADO NO MODULO

O critério de parada das equacdes referentes a solugdo de Lévy inseridas no
moédulo dependem de duas variaveis, a tolerancia em porcentagem escolhida pelo
usuario ou o valor maximo do termo “m” utilizando dentro das fungbes de Lévy.

Para o primeiro critério de parada da tolerancia, é feita uma analise do valor
da soma atual com relacdo a soma total at¢é o momento e, caso a soma atual
represente menos em maédulo da porcentagem do que o valor da tolerancia inserida,
o célculo do ponto chega ao fim. Ja para o segundo critério de parada (valor maximo
do termo “m”), caso o calculo chegue no termo maximo de “m” definido antes de
atingir a tolerancia desejada, o célculo do ponto chega ao fim. Dessa forma, fica
evidente que o programa so para o célculo com o segundo critério de parada caso
ele aconteca antes do primeiro (tolerancia).

Para exemplificar o funcionamento dos critérios de parada dentro do modulo,
sera utilizada uma laje exemplo de 5x8m quadriapoiada com uma carga sobre toda a
superficie de 6kN/m2. Seus parametros sdo: médulo de elasticidade de 210 GPa,

espessura de 5 cm e coeficiente de Poisson = 0.2, conforme Figura 49.

Figura 49: Laje utilizada para exemplificacdo do critério de parada.
5.000m

DADOS DA LAJE

Mddulo de elasticidade: 210.000 GPa
Espessura da laje: 5.000 cm

8.000m

Coeficiente de Poisson: 0.200

Sair

2

Fonte: O proprio autor (2022).

w

Na Tabela 1, é possivel observar os resultados variando apenas a tolerancia,

de maneira que foi definido um valor maximo “m” elevado, de modo a n&o ser
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utilizado no critério (m = 500). Na Tabela 2, apresentam-se os resultados variando
apenas o valor maximo de “m”, de maneira que foi definido um valor de tolerancia
muito baixo que “obriga” o mdédulo a parar pelo segundo critério (de valor maximo de
“‘m”). Além disso, nas figuras 50 e 51, nota-se a diferenca visual entre os extremos
das comparacdes no caso da tolerdncia e no caso do valor maximo de “m?”,

respectivamente, para a cortante no eixo x (Qx).

Tabela 1: Resultados com variacdo da tolerancia e numero maximo de m = 500.

Tolerancia Valores maximos obtidos

(%) QX Qy Mx My Mxy Deslocamento

(KN/m) (KN/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (mm)

10 11,55 11,83 13,15 6,34 7,14 13,75

1 12,44 11,04 12,59 6,19 7,42 13,75

0,1 12,84 10,98 12,54 6,21 7,52 13,67

0,01 12,98 10,98 12,55 6,22 7,53 13,67

0,001 13,02 10,98 12,55 6,22 7,54 13,67

0,0001 13,02 10,98 12,55 6,22 7,54 13,67

Fonte: O proprio autor (2022).

Tabela 2: Resultados com variagao do valor maximo de “m” e tolerancia =
0,0000001%.

Valor Valores maximos obtidos
maximo de [ Qx Qy Mx My Mxy  Deslocamento
m (KN/m) (KN/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (mm)
1 10,20 12,00 13,15 6,34 7,14 13,75
5 12,04 11,14 12,59 6,22 7,48 13,67
15 12,66 10,95 12,55 6,21 7,53 13,67
31 12,85 10,97 12,55 6,22 7,53 13,67
61 12,94 10,98 12,55 6,22 7,54 13,67
121 1299 10,98 12,55 6,22 7,54 13,67

Fonte: O proprio autor (2022).

E notdrio que os dois critérios de parada obtiveram valores iguais, em sua
grande maioria, conforme a tolerancia diminuia e o valor maximo de “m” era
aumentado, o que indica que ambos os critérios podem ser usados de maneira
eficiente. Sendo assim, fica a critério do usuario do modulo utilizar uma combinacao

adequada as suas necessidades.



Figura 50: Diferenca visual entre a tolerancia de 10% e de 0,0001% para o Qx.

CORTANTE NO EIXO X (kN/m)

Tolerancia = 10% Tolerancia = 0,0001%
Fonte: O proprio autor (2022).

Figura 51: Diferenca visual entre o valor mdximode m =1 e m = 121 para 0 Qx.

CORTANTE NO EIXO X (kN/m)
Valor maximo Valor maximo
dem=1 dem =121

Fonte: O proprio autor (2022).
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4.6 EXEMPLOS E COMPARACOES

Nesta secdo, serd apresentado um exemplo realizado com o objetivo de
comparagao com outro método de analise, no caso o Método dos Elementos Finitos
(MEF). Além disso outros dois exemplos foram realizados, comparando o0s
diagramas ao variar os dados da laje (coeficiente de Poisson e espessura). Para
realizar a comparacdo com um software, foi utilizado o RFEM 5 (DLUBAL, 2022),
que trabalha com o MEF. Da mesma forma que o modulo aqui apresentado, 0s

modelos criados nesse software consideram a analise elastico-linear.
4.6.1 Exemplo 1 — Comparagédo com o software RFEM 5 (DLUBAL, 2022).

Na Figura 52, pode ser vista a laje que serd utilizada como exemplo, se
tratando de uma laje de 5x10m quadriapoiada e com carregamento distribuido sobre
toda a superficie de 4 kN/m2 com os parametros de mddulo de elasticidade de 210

GPa, espessura da laje de 5 cm e coeficiente de Poisson de 0,3.

Figura 52: Laje utilizada no exemplo 1.

5.000m
0 1
/ 4 ///
/// 4
o - DADOS DA LAJE
s / Médulo de elasticidade: 210.000 GPa
g Par. kNLW/ y Espessura da laje: 5.000 cm
= / g Coeficiente de Poisson: 0.300
: ¥ P,
P ar 4 4 -
/ ,.// //
/ // p
>3 / //
3 2

Fonte: O proprio autor (2022).

Para os parametros utilizados na solucéo de Lévy, foram adotados, conforme
Figura 53, um espacamento dos pontos do diagrama de 0,01lm, tolerancia de

0,001% e valor maximo de m de 31.



Figura 53: Parametros da solucao de Lévy utilizado no exemplo 1.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,01 |@
Tolerancia: % @

Valor maximo de m:[__ 31 | @
Fonte: O proprio autor (2022).

O relatério completo deste exemplo encontra-se no Apéndice B, para o ponto

XxX=45mey=3m.

Dessa forma, os diagramas obtidos para essa laje se encontram nas Figuras

54 a 56.
Figura 54: Diagramas de cortante da laje exemplo.
CORTANTE NO EIXO X (kN/m)
CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

—

-3 405 -4 434 -2 463 -0.402 1.478 3 440 5.420

-7.3 5.4 -3.440 -1.478 0.403 2452 4434

7.300

Fonte: O proprio autor (2022).




Figura 55: Diagramas de momento da laje exemplo.
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MOMENTO NO EIXO0 X (kN*m/m)

0.678 2.034 3.380 4.745 6.101 7.457

-2.85e-16 1.356 2™ 4.087 5423 6.770 8.134

MOMENTO NO EIXO0 Y (kN*m/m)

0.311 0.932 1.553 2.174 3.416

-8.52e-15 0.621 1242 1.863 2434 3.105 3.728

8.812

4.037

9.480

4247

10.168

4858

Fonte: O proprio autor (2022).



Figura 56: Diagramas de momento torcor e deslocamento da laje exemplo.
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MOMENTO TORCOR Mxy (kN*m/m)

-4.000 -2.775 -

-4.026 -3.302 -2.150

-0.308 3.302

2775 4.000

DESLOCAMENTO (mm)

0.702 2.107 3.511

4016

6.320 7.725 0.120

0.000 4214 5818 7.023 8.427

4528

10.534

Fonte: O proprio autor (2022).

Nas figuras 57 a 59, encontram-se os diagramas obtidos utilizando o software
RFEM5 (DLUBAL, 2022), que foram realizados utilizando o Método dos Elementos

Finitos, com uma malha de 2,5x2,5 cm.



Figura 57: Diagramas de cortante da laje exemplo utilizando o software RFEMS5.
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CORTANTE NO EIXO X (kN/m)

Esforgos internos de base
v [KN/m]

9.29301
7.60337
591373
422409
253446
0.84482
-0.84482
-2.53446
-4.22410
-5.91374
-7.60337
-9.29301

Méx : 9.29301
Min :-9.29301

CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

Esforgos internos de base

vy [KN/m]

’ 724621
592871
461122
329373
1.97624
065875
-0.65875
-1.97624
-329373
461122
-5.92871

-7.24621
Méx : 7.24621
Min :-7.24621

Fonte: Adaptado de RFEMS5 (2022).

Figura 58: Diagramas de momento da laje exemplo utilizando o software RFEM5.

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m)

Esforgos internos de base

mx [kNm/m]

' 10.20321
9.26672
8.33024
7.39375
6.45726
552078
458429
364780
271132
1.77483
0.83834
-0.09814

Max : 10.20321
Min : -0.09814

MOMENTO NO EIXO'Y (KN*m/m)

Esforgos internos de base
my [kNm/m]

465897
4.22646
3.793%4
336142
292890
249638
206386
163135
1.19883
0.76631
0.33379
-0.09873

Max : 4.65897
Min : -0.09873

Fonte: Adaptado de RFEMS5 (2022).
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Figura 59: Diagramas de momento torcor e deslocamento da laje exemplo utilizando
o software RFEMS.
MOMENTO TORGOR Mxy (kN*m/m) DESLOCAMENTO (mm)

Esforgos internos de base
iy [kNm/m]

Deformagdes locais

uz [mm]

10.59025
9.62750
8.66475
7.70200
6.73925
5.77650
481375
3.85100
288825
1.92550
0.96275
0.00000

470112
3.84637
299162
213687
1.28212
042737
042737
-1.28212
-2.13687
-2.99162
-3.84637
-4.70112

Max : 10.59025
Méx : 4.70112 Min : 0.00000

Min :-4.70112

Fonte: Adaptado de RFEMS5 (2022).

E notdrio, tanto em termos visuais quanto de valores, que os diagramas
apresentados pelo modulo utilizando a solugéo de Lévy e pelo software RFEM5 sdo
praticamente idénticos.

De forma a se obter uma comparacdo mais pontual, também podem ser
vistos, na Tabela 3, as diferengas percentuais entre alguns pontos calculados pelo
mddulo utilizando a solucdo de Lévy e pelo software RFEM5 (DLUBAL, 2022). E
importante frisar que as coordenadas presentes na Tabela 3 tém a origem conforme

mostrado na Figura 9.

Tabela 3. Comparacdes entre Lévy e RFEM5 (MEF).
Esforco ou
Deslocamento

x (m) y(m) Lévy RFEM  Diferenca (%)

2,50 0,00 0,00000 0,00000 0,00000

Qx (ke /m) 300 1,50 -1,68413 -1,69585  0,69591
250 000 000000  0,00000 0,00000

Qy (kN/m) 350 2,00 -0,91427 -0,89764  1,81893
Mx (Nommy 250 000 1016811 1020320 0,34510
4,00 4,00 293468  2,92153 0,31430

My (Nomymy 250 000 463497 463108 0,08393

1,50 3,50 3,33753 3,34802 0,31430
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2,50 0,00 0,00000 0,00000 0,00000
1,00 2,50 1,75015 1,74496 0,29655
2,50 0,00 10,53387  10,59030 0,53570
0,50 2,00 2,85288 2,87021 0,60746

Fonte: O proprio autor (2022).

Mxy (kN.m/m)

w (mm)

Conforme pode ser visto na Tabela 3, todos os pontos analisados
apresentaram uma diferenca percentual pequena, sendo a maior apresentando um
valor de 1,82 %, validando a programacéao realizada no modulo desenvolvido.

Realizando um teste com um valor maximo de m menor que o utilizado nas
comparacdes (m = 3) para o caso do momento Mx nas coordenadas x =4 mey=4
m obtém-se o valor de 2,93468 kKN*m/m, que representa uma diferenca percentual
de 0,45% em comparacédo ao valor obtido pelo software RFEM5 (DLUBAL, 2021) na
Tabela 3, mostrando que, mesmo com poucos termos, o método de Lévy ja
apresenta valores admissiveis.

Foi realizada também uma comparacdo dos valores maximos de momentos
obtidos pelo método de Lévy para a laje exemplo com os resultados obtidos pelas

tabelas classicas ja citadas na secao 4.4, como pode ser observado na Tabela 4.

Tabela 4: Comparacgfes entre valores maximos de momentos obtidos por Lévy,
Pinheiro, Marcus e Czerny para as coordenadas x =2,50 mey =0 m.

Momentos . . . Diferenca Diferenca Diferenca

(kN.m/m) Lévy Pinheiro (%) Marcus (%) Czerny (%)
Mx 10,168 9,910 2,537% 9,461 6,953% 10,101 0,659%
My 4,635 3,160 31,823% 2,365 48,975% 4,255 8,198%

Fonte: O proprio autor (2022).

Pela Tabela 4, fica claro que a diferenca percentual entre os momentos Mx
foram menores que entre os momentos My, que chegaram a ser 48,975% no caso
da comparacdo com a tabela de Marcus. Uma possivel explicacao € o coeficiente de
Poisson de 0,3 usado nos calculos de Lévy, que pode nao refletir o que é usado nas
tabelas classicas. A fim de aprofundar um pouco esta discussédo, foi criado o

exemplo 4.
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4.6.2 Exemplo 2 — Comparacéao ao variar o coeficiente de Poisson da laje.

Para esta comparacao, sera utilizada uma laje de 3x5m, quadriapoiada com
carregamento distribuido sobre toda a superficie de 8 kN/m2, mddulo de elasticidade
de 210 GPa e espessura de 6 cm, de forma que serdo analisados 0s casos com

coeficiente de Poisson variando de 0 para 0,3, conforme mostra Figura 60.

Figura 60: Laje utilizada no exemplo 2.
3.000m

DADOS - POISSON =0
DADOS DA LAJE

S Médulo de elasticidade: 210.000 GPa
/ // ’ Espessura da laje: 6.000 cm
A Coeficiente de Poisson: 0.000

. DADOS - POISSON = 0.3
LSS DADOS DA LAJE
44 Médulo de elasticidade: 210.000 GPa

5.000m

Espessura da laje: 6.000 cm
Coeficiente de Poisson: 0.300

Fonte: O proprio autor (2022).

Para os parametros utilizados na solucdo de Lévy, foram adotados, conforme
Figura 61, um espacamento dos pontos do diagrama de 0,015m, tolerancia de

0,001% e valor maximo de m de 35.

Figura 61: Parametros da solucao de Lévy utilizados no exemplo 2.

Espagamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,015 |@

Tolerancia: % @
Valormaximodem:[_ 35 | @

Fonte: O proprio autor (2022).

Os diagramas obtidos para essa laje, tanto para coeficiente de Poisson = 0

guanto para coeficiente de Poisson = 0,3, se encontram nas Figuras 62 a 67.
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Figura 62: Cortante no eixo x para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o exemplo 2.

CORTANTE NO EIXO X (kN/m) - POISSON = 0

-0.058 -8.271 -2.434 -0.687 7.6685 10.452

-10.452 -7.665 -4.878 -2.000 0.687 2484 8.271 Q.

CORTANTE NO EIXO X (kN/m) - POISSON = 0,3

-0.050 -8.271 -2.484 -0.607 2.000 4.878 7.685 10.452

-10.452 -7.665 -4.878 -2.000 0.687 2454 6.271 Q.

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 63: Cortante no eixo y para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o exemplo 2.

CORTANTE NO EIXOY (kKN/m) - POISSON = 0

-7.612 -5.270 -2.028 -0.586 1.757 4.000 6.441 8.783

-8.782 -6.441 -4.000 -1.757 0.586 2028 5.270 7.8612

CORTANTE NO EIXOY (kN/m) - POISSON = 0,3

-7.612 -5.270 -2.928 -0.588 1.757 4.000 8441 8.783

-8.783 -6.441 -4.000 -1.757 0.586 2028 5.270 7.812

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 64. Momento no eixo x para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o exemplo 2.

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m) - POISSON = 0

0.304 1.181 1.060 2.757 3.544 4.332 5.120 5.007

0.000 0.788 1.575 2363 3151 3.038 4726 5514

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m) - POISSON = 0,3

0.420 1.286 2144 3.001 3.858 4.716 5573 6.431

0.000 0.857 1.715 2572 3.430 4.287 5.145 6.002

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 65: Momento no eixo y para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o exemplo 2.

MOMENTO NO EIXOY (kN*m/m) - POISSON = 0

0.130 0.389 0.848 0.807 1.168 1.425 1884 1.943

0.000 0.250 0.518 0.777 1.036 1.285 1.554 1.813

MOMENTO NO EIXOY (kN*m/m) - POISSON = 0,3

0.234 0.703 1.172 1.641 2.110 2.570 3.048 3.517

0.000 0.450 0.838 1.407 1.876 2345 2814 3283

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 66: Momento torcor Mxy para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o exemplo 2.
MOMENTO TORCOR Mxy (kN*m/m) - POISSON = 0

-3.068 -2.747 -1.528 -0.305 0.916 2137 3.358 4579

-4570 -3.358 -2.137 -0.816 0.305 1.526 2747 3.088

MOMENTO TORGOR Mxy (kN*m/m) - POISSON = 0,3

-2.778 -1.023 -1.068 -0.214 0.841 1.408 2.350 3.205

-3.205 -2.350 -1.408 -0.641 0.214 1.088 1.923 2778

Fonte: O proprio autor (2022).
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Figura 67: Deslocamento para Poisson = 0 e Poisson = 0,3 para o0 exemplo 2.
DESLOCAMENTO (mm) - POISSON =0

0.0091 0.267 0.405 0.602 0.801 1.000 1.288 1.438

0.000 0.108 0.306 0.504 0782 0.e91 1.180 1.387

DESLOCAMENTO (mm) - POISSON = 0,3

0.0001 0.270 0.451 0.631 - 0.811 0.692 1.172 1.352

0.000 0.180 0.361 0.541 0721 0.801 1.082 1.262

Fonte: O proprio autor (2022).

Com base nas comparacdes realizadas, pode-se notar que, para o caso das
cortantes, os diagramas nao apresentaram diferencas nem visuais nem numéricas.
Contudo, houve diferencas consideraveis para 0os momentos nos €ixos X e VY,
momento torcor Mxy e deslocamento. Dessa forma, na Tabela 5, apresenta-se a

diferenca percentual entre os resultados obtidos para os dois valores de coeficiente
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de Poisson em diversos pontos do diagrama. Ressalta-se que as coordenadas

presentes na Tabela 5 tém a origem conforme mostrado na Figura 9.

Tabela 5: Comparacdes entre os valores de Poisson para o exemplo 2.

Esforgo ou Poisson  Poisson : 0
Deslocamento x(m) y (m) =0 =0,3 Diferenca (%)
150 0.00 0 0 0,00000
G (i) 0,00 000 1045248 10.45248 0,00000
150 0,00 0 0 0,00000
Qy (kN/m) 150 2,00 -5.44413 -5.44413 0,00000
150 000 5.90738 6.43082 8.86078
Mx(kN.m/m) 160 1850 343109 3.93621 14,72185
150 000 1.74479 3.51701 101,57211
M N. H H b
y(eN.-m/m) — o2e 155 130057 2.42904 7467945
My (kNomymy 075 080 065133 045503 30,00015
y ety 050 1,75 295293 2.06705 30,00003
w (o) 150 000 1.48583 1.35210 9,00036
1,75 225 0.25944  0.23609 9,00015

Fonte: O proprio autor (2022).

Observa-se pela Tabela 5 que a mudanca no coeficiente de Poisson nao
apresentou influéncia nos valores das cortantes dos dois eixos. Isso acontece pois,
como pode ser visto pelas equacdes 12 e 13, o coeficiente de rigidez D que contém
o coeficiente de Poisson desaparece no processo de derivacdo, assim como
mostram as equagdes 51 e 52.

Por outro lado, o0s momentos e momento torgor apresentam dependéncia do
coeficiente de Poisson, conforme mostram as equacfes 14 a 16.

Observa-se que a diferenca percentual entre o momento torcor foi de 30%
para os pontos analisados. Contudo, a maior discrepancia acontece nos momentos
fletores no eixo y, apresentando, para o caso do ponto x = 1,5 mey =0 m, uma
diferenca de 101%, ou seja, o valor dobrou ao mudar o coeficiente de Poisson. Essa
diferenca se da pelo fato de, conforme mostra a Figura 65, 0 maior momento nao
acontecer mais no centro. Entretanto, mesmo considerando o maior momento em y
para o coeficiente de Poisson = 0 (1,94268 kN/m) a diferenca percentual continua
sendo de 81%.
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4.6.3 Exemplo 3 — Influéncia da espessura da laje no diagrama de deslocamento

pela solucao de Lévy.

Para esta analise de influéncia da espessura, sera utilizada uma laje de 7x11
m, quadriapoiada com carregamento distribuido sobre toda a superficie de 15 kN/mz2,
modulo de elasticidade de 210 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3, de forma que

serédo utilizadas duas espessuras (5 cm e 10 cm), conforme mostra Figura 68.

Figura 68: Laje utilizada no exemplo 3.
7.000m

DADOS - ESPESSURA =5 cm

1 DADOS DA LAJE
Modulo de elasticidade: 210.000 GPa

Espessura da laje: 5.000 cm
Coeficiente de Poisson: 0.300

Sair

—> DADOS - ESPESSURA =10 cm

DADOS DA LAJE
Médulo de elasticidade: 210.000 GPa

11.000m

Espessura da laje: 10.000 cm
Coeficiente de Poisson: 0.300

Sair

Fonte: O proprio autor (2022).

Os parametros utilizados na solucéo de Lévy foram adotados conforme Figura

69, sendo: espacamento dos pontos do diagrama de 0,01m, tolerancia de 0,001% e

valor maximo de m de 39.

Figura 69: Parametros da solucéo de Lévy utilizados no exemplo 3.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,01 |@

Tolerancia: % @
Valor méximade m:[ 39 | @

Fonte: O proprio autor (2022).
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Na Figura 70, apresenta-se os diagramas de deslocamento para a laje com as
duas espessuras citadas.

Figura 70: Deslocamento para espessura =5 cm e espessura = 10 cm para o
exemplo 3.

DESLOCAMENTO (mm) - ESPESSURA = 5 cm

8.137 24412 40.888 56.061 73.235 £0.510 105.784 122.050

0.000 16.274 32.540 48.823 685.0e8 81372 97.647 113.021

DESLOCAMENTO (mm) - ESPESSURA = 10 cm

1.017 3.051 5.086 7.120 0.154 11.180 13.223 15.257

0.000 2034 4.060 6.103 8.137 10.172 12.208 14240

Fonte: O proprio autor (2022).
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Observa-se que ao dobrar a espessura, 0 valor maximo do deslocamento
diminuiu de forma categodrica. Na Tabela 6, apresenta-se, para alguns pontos, a
comparacao de proporcao entre os resultados do deslocamento para a espessura de
10 cm em relacdo a espessura de 5 cm.

Tabela 6: Comparacdes entre as espessuras para o exemplo 3.
Espessura Espessura Diferenca

Deslocamento x (m) y (m)

=5cm =10cm (%)
3,50 0,00 122.05864 15.25733 87,50 %
w (mm) 2,00 450 30.62701 3.82838 87,50 %
400 250 9417439 11.77180 87,50 %
3,00 5,00 19.26166 2.40771 87,50 %

Fonte: O proprio autor (2022).

Observa-se que ao mudar a espessura de 5 cm para 10 cm, sem modificar
outras propriedades da laje, a diferenca percentual do deslocamento foi sempre de
87,50%. Ainda, o resultado para a laje com 10 cm de espessura apresenta um valor
8 vezes menor, em todos os pontos analisados. Portanto, pode-se assumir que
existe uma relacdo entre a espessura da laje e a proporcao que sera obtida, quando
modificado apenas a espessura. Além disso, na situacdo do exemplo, observa-se
gue, quanto maior a espessura da laje, menor o deslocamento, conforme esperado

pela Teoria da Elasticidade e de Kirchhoff.

4.6.4 Exemplo 4 — Comparacdo dos momentos maximos de Lévy com as tabelas

classicas.

Sera utilizada uma laje de 4,5x7,5m, quadriapoiada com carregamento
distribuido sobre toda a superficie de 9 kN/m2, mdédulo de elasticidade de 210 GPa e
espessura de 5 cm (Figura 71), com o objetivo de comparar os valores de momentos
fletores de Lévy em relacdo as tabelas classicas para céalculo de lajes (Czerny,

Marcus e Pinheiro), variando o coeficiente de Poisson de 0,05 em 0,05.
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Figura 71: Laje utilizada no exemplo 4.
4.500m

7.500m

3 2

Fonte: O proprio autor (2022).

Os parametros utilizados na solucéo de Lévy foram adotados conforme Figura
72, sendo: espacamento dos pontos do diagrama de 0,01m, tolerancia de 0,001% e

valor maximo de m de 29.

Figura 72: Parametros da solucao de Lévy utilizados no exemplo 4.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):[_ 0,01 |@
Tolerancia: % @
Valormaximodem:[ 29 | @

Fonte: O proprio autor (2022).

COMPARACAO COM CZERNY

Na Tabela 7, observam-se os resultados de Lévy, com diferentes valores de
coeficiente de Poisson, e Czerny, obtidos para o valor maximo do momento fletor Mx

e My bem como a diferencga percentual entre eles.
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Tabela 7: Comparacdes entre Lévy e Czerny.

Momentos maximos (kN*m/m) Diferenca

Léevy Czerny percentual (%)
Rl I
0 14,954 4917 15,987 7,755 6,908 57,718
0,05 15,175 5,473 15,987 7,755 5,351 41,696
0,10 15,395 6,072 15,987 7,755 3,845 27,717
0,15 15,616 6,718 15,987 7,755 2,376 15,436
0,20 15,837 7,414 15,987 7,755 0,947 4,599
0,25 16,057 8,154 15,987 7,755 0,436 4,893
0,30 16,279 8,903 15,987 7,755 1,794 12,895

Fonte: O proprio autor (2022).

De acordo com DIEL (2018), a tabela de Czerny faz uso de um coeficiente de

Poisson v = 0,20. Confirmando esta informacéo, ao analisar a Tabela 7, nota-se que

a menor diferenca de momentos fletores entre Lévy e Czerny acontece quando o

coeficiente de Poisson esta entre v = 0,2 e v = 0,25.

COMPARACAO COM MARCUS

Na Tabela 8, observam-se os resultados de Lévy, com diferentes valores de

coeficiente de Poisson, e Marcus, obtidos para o valor maximo de Mx e My, bem

como a diferenca percentual entre eles.

Tabela 8: Comparacdes entre Lévy e Marcus.

Momentos maximos (kKN*m/m) Diferenca

Lévy Marcus percentual (%)
Coroo M | w [ w
0 14,954 4917 14,813 5,333 0,943 8,460
0,05 15,175 5,473 14,813 5,333 2,386 2,558
0,10 15,395 6,072 14,813 5,333 3,780 12,171
0,15 15,616 6,718 14,813 5,333 5,142 20,616
0,20 15,837 7,414 14,813 5,333 6,466 28,069
0,25 16,057 8,154 14,813 5,333 7,747 34,597
0,30 16,279 8,903 14,813 5,333 9,005 40,099

Fonte: O proprio autor (2022).



90

Para o caso da comparacdo de Lévy com Marcus, as menores diferencas
percentuais ficaram no caso de v= 0 e v = 0,05, acrescentando-se que as
diferencas aumentam com o aumento do coeficiente de Poisson. Neste caso, néo
foram encontradas bibliografias que comprovem o valor do coeficiente de Poisson
usado na tabela de Marcus.

COMPARACAO COM PINHEIRO
Na Tabela 9, observa-se os resultados de Lévy, com diferentes valores de
coeficiente de Poisson, e Pinheiro, obtidos para o valor maximo de Mx e My, bem

como a diferenca percentual entre eles.

Tabela 9: Comparacdes entre Lévy e Pinheiro.

Momentos maximos (KN*m/m) Diferenca

Lévy Pinheiro percentual (%)
R w [ w [
0 14,954 4917 15,637 6,622 4,567 34,676
0,05 15,175 5,473 15,637 6,622 3,044 20,994
0,10 15,395 6,072 15,637 6,622 1,572 9,058
0,15 15,616 6,718 15,637 6,622 0,134 1,429
0,20 15,837 7,414 15,637 6,622 1,263 10,682
0,25 16,057 8,154 15,637 6,622 2,616 18,788
0,30 16,279 8,903 15,637 6,622 3,944 25,621

Fonte: O proprio autor (2022).

Na comparacdo de Lévy com Pinheiro, as menores diferencas percentuais
ocorrem no caso de v = 0,15. Neste caso, também ndo foram encontradas
bibliografias que comprovem o valor do coeficiente de Poisson usado nas tabelas de
Pinheiro.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O algoritmo de plotagem dos diagramas existente dentro do programa
IFESTRUT-LAJES (NEV, 2022) se mostrou eficiente para o desenho dos diagramas
obtidos pela solucdo de Lévy do modulo objeto deste trabalho, uma vez que ele se
trata de um algoritmo de plotagem genérico que permite a adaptacdo com base na
necessidade tedrica do trabalho.

Dessa forma, apesar de o método de Lévy ser uma solucdo cuja teoria é
cheia de detalhes e condi¢des especificas, os resultados obtidos neste projeto se
apresentam de forma satisfatéria, uma vez que, em comparacdo com outro
programa e método, sdo coerentes e apresentam pequena diferenca percentual.

As comparagfes dos momentos fletores de Lévy com as tabelas classicas de
analise de lajes mostraram, em alguns casos, diferencas consideraveis que podem
ser explicadas pela influéncia do coeficiente de Poisson utilizado para obter essas
tabelas.

Dessa forma, ressalta-se que o médulo presente no IFESTRUT-LAJES (NEV,
2022) apresenta o relatério em PDF, que é o principal foco do trabalho, pois pode
ser usado por alunos e/ou professores como método de estudo ou metodologia de

ensino, uma vez que mostra todo o procedimento de calculo e teoria utilizada.
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APENDICE A - PARTE DO ALGORITMO NA LINGUAGEM JAVASCRIPT
RELACIONADO AO CALCULO DO DESLOCAMENTO

Pode ser observado, na Figura 73, o algoritmo responsavel por realizar o
calculo do deslocamento transversal em lajes quadriapoiadas sujeitas a um

carregamento distribuido sobre toda a superficie, por meio da Solucéo de Lévy.

Figura 73: Algoritmo responséavel pelos calculos do deslocamento pelo método de
Lévy.
) ocLevy (3, y){
a, b, £, E, v F
resultadoMPontual |
parouConv = g
if(apoiada.length == [
enharlaje[@].largura;
enharlaje[@].altura;
y').value))/10@;

) -value));
r(transcomp(desenharlaje[@].unid pessur desenharlaje[@].espessura);
r{transpr (desenharlaje[@].unidadeelasticidade)* enharlaje[@].elasticidade);

esenharlaje[8].coeficiente);
Jf(12%(1-exp )));
transpressao(cargastl[@].unidade)}*cargastl[e].modulo);

m=1; m <= 5 mi=2
if(m > maximoM){

e{
malevy

alfam

fe

f1

2 = (((alf anh(alfam)+2 fam*y)/b) )}/ (2*cosh(alfam));

3 = ((m*pi *(g (2*alfa 1)) *cosh(alfam));

f4 in( fa);

convMAtual = Number(precisaomelhor(convAtual*1ea))}
resultadoMPontual.pus
valorPontoMAtual:
mAtual: m,
convMAtual: convMAtual

if(Math.abs(somalevy) < ¢
parouConv = F

desloc += somalevy;

1
I

1Final = desloc;
n DeslFinal ;

Fonte: O proprio autor (2022).
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APENDICE B — RELATORIO DO EXEMPLO DO ITEM 4.6.1

Na Figura 74 apresenta-se o relatorio gerado para o exemplo do item 4.6.1
cujos parametros utilizados na solucdo de Lévy sdo: espacamento entre 0s pontos
de 0,01m; tolerancia de 0,001% e valor maximo de m = 31. Além disso, 0 ponto

escolhido para o célculo numérico foix=45mey =3 m.

Figura 74: Relatorio gerado para o exemplo doitem4.5emx=45mey =3 m.

TO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF
TRANSLATED FILE) OR TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)
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DADOS DE ENTRADA
Observacgoes gerais:

¢ Osindices sdo ordenados de acordo com a insergao dos elementos;

¢ Todas as coordenadas "x, y" sdo em relagdo ao vértice 0 da laje, sendo as orientagdes dos
eixos observadas no canto superior esquerdo da Figura 1.

e As resolugbes de equagdes consideraram todas as casas decimais de suas variadveis.
Entretanto, nas tabelas os valores serdo mostrados com a quantidade de algarismos
significativos escolhida (3 algarismos nesse caso).

Na Figura 1 podem ser vistos todos os elementos inseridos na laje.

Figura 1 - Tela de Entrada.

X
5.000m

10.000m

w
N

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022

A partir daqui, o relatério utilizara o sistema kN-m, mostrando os valores convertidos em relagao
aos dados de entrada do usudrio. Dessa forma, nas tabelas abaixo encontram-se os dados de
entrada inseridos pelo usudrio.

LAJE
Tabela 1 - Propriedades da Laje.

Mddulo de elasticidade(E) | Espessura da laje(h) (m) Coeficiente de Poisson(v)
(kN/m?)

210000000.000 0.0500 0.300

APOIOS

2de17
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Tabela 2 - Dados dos apoios.

Tipo de apoio indice Lado
Apoiada 0 0-1
Apoiada 1 1-2
Apoiada 2 2-3
Apoiada 3 3-0
CARGA SOBRE TODA LAJE

Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabela 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.

indice Médulo (kN/m?2)

0 4.000

INTRODUGAO A SOLUGAO DE LEVY

Conforme Soares (2004), o método de Lévy € a solugdo analitica de placas utilizando a Teoria da
Elasticidade, de maneira que, com esse método, é possivel obter resultados para diversas
condi¢des de contorno, utilizando equagdes de deslocamentos que sdo obtidas por meio de
relagdes entre deslocamentos e deformagdes bem como as tensGes num ponto da placa, como
pode ser visto na Figura 2.

Figura 2 - Elementos de uma placa sujeita a agdo de esforgos

Fonte: Soares, 2004.

Sendo assim, essas equagdes podem ser visualizadas abaixo:
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sz—Da—ax (227‘/:4*227‘/2‘/) M
M, =—-D (‘327“2/ s ng;’) (3)
M, =D (‘2;7%%) @)
My, = —D(1 - v) <§j{;”y) 5)

O método analitico de Lévy utiliza a equagé@o de Sophie-Germain-Lagrange, ou simplesmente
equacdo de Lagrange, vista na Equagdo 6, obtida por meio de equagdes diferenciais de
equilibrio. Com isso em vista, torna-se necessadrio utilizar algumas hip6teses baseadas na Teoria
de Kirchhoff para sua dedugéo, sendo algumas delas:

O material da placa precisa ser elastico linear, homogéneo e isotrépico;

A espessura da placa precisa ser pequena em relagéo as outras dimensoes;
As deflexdes sdo pequenas em relagao a espessura da placa; e

As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis.

4 4 4
TW . T Tw B Q)
Ox4 0x2.0y2 = Oy* D

A Equacgdo 6 se trata de uma equagao diferencial de quarta ordem que define o deslocamento
transversal da placa (w) em fungdo das coordenadas x e y sobre sua superficie média em planta
e da carga distribuida p. Além disso, nessa equacgao é utilizada a rigidez a flexdo da placa, que
esta presente na Equagéo 7. Essa equagao depende do médulo de elasticidade do material (E),
da espessura da placa (t) e do coeficiente de Poisson (v).

Ex?

D= — " @)
12.(1 —v?)

Neste contexto, Soares (2004) afirma que a solugdo exata para a equagao de Lagrange sé é
obtida para casos especificos, a vista disso, nos casos gerais, sdo utilizadas as expansdes em
Série de Fourier, como é o caso da solugéo de Lévy.

Sendo assim, de acordo com Dias (2019), a solucdo de Lévy surgiu da necessidade de um novo
processo em relagdo a solugdo de Navier, uma vez que a solugdo de Lévy utiliza a série de
Fourier em apenas uma varidvel, produzindo convergéncias mais rapidas e com boa precisdo
quando comparado a solugdo de Navier, muitas vezes obtendo resultados utilizando apenas o
primeiro termo da série..

Dessa forma, agora de acordo com Szilard (2004), para se obter uma solugéo particular pelo
método de Lévy, é necessario que duas bordas da placa sejam simplesmente apoiadas e
assume-se que a placa é infinitamente longa na outra dire¢gdo. Dessa maneira, é caracterizado
que pelo autor que as bordas em x = 0 e x = a sdo simplesmente apoiadas e a origem do sistema
é deslocada para x = 0 e y = b/2, conforme mostra a Figura 3.
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Figura 3 - Condigbes de apoio para a solugdo de Lévy.
e 1

Arestas simplesmente
apoladas
" Quaisquer condigdes
N ™ de contorno

Quaisquer condicbes

de contorno 2

~ Arestas simplemente

N apoiadas
Fonte: Lisb6a, 20009.

Além disso, Szilard (2004) diz que nessa forma de solugdo particular as cargas devem ser
simétricas, ou seja, distribuidas uniformemente nas segbdes que sdo paralelas ao eixo x, de
maneira que a carga ndo dependa de y, conforme pode ser visto na Figura 4.

Figura 4 - Simetria das cargas no Método de Lévy.

- a

px),

LA A AL AL P,

X

/ Zow

Fonte: Szilard, 2004.

Dessa forma, de acordo com Lisbda (2009), essa dependéncia de duas bordas opostas serem
apoiadas acontece pois a solugdo de Levy remove a necessidade de calcular os coeficientes de
interpolagdo de uma das diregdes da placa como uma forma de simplificagdo da solugao.
Sendo assim, a interpolagdo nessa solugéo é feita utilizando fungdes trigonométricas em uma
diregdo e hiperbdlicas na outra.

Entretanto, Lisbda (2009) diz que a solugdo de Lévy pode apresentar assimetria em solugdes
que tecnicamente seriam simétricas. Isso acontece no eixo onde sdo utilizadas as fungdes de
interpolacgdes trigonométricas, uma vez que a convergéncia para esses tipos de fungdes é mais
lenta que para as fungdes hiperbdlicas. Contudo, essa assimetria pode ser combatida utilizando
uma grande quantidade de termos na solugéo, o que muitas vezes pode se tornar inviavel.

SOLUGAO DE LEVY PARA UMA LAJE QUADRIAPOIADA SUJEITA A
CARREGAMENTO SOBRE TODA A SUPERFICIE

De acordo com Dias (2019), para se obter a solugdo w(x,y) referente a equagéo diferencial de
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Lagrange é necessario utilizar a Equacao 8 a seguir:

w(x,y) = wh(x,y)+ wp(x y) (8)
Onde:
w, S€ trata de uma solugdo que estd associada a equagdo homogénea presente na equagao
abaixo:
*w o*w o*w, 9
4h+ 2h2+,4h:0 ®)
dx Ix?.0y ay

De maneira que essa solugdo pode ser definida conforme mostra a Equagéo 10 a seguir:

> mmx 10
Wy, = Zwm(y)sen( 2 ) (10)
m=1
Além disso:

W, pode ser entendida como uma solugao particular da equagéao.

Ainda de acordo com o autor, essa solugao acontece, pois, como a equagado de Lagrange é uma
Equacédo Diferencial Parcial Linear ndo-homogénea, seu método de solugdo é comparado com a
solugdo de uma EDO (Equagdo Diferencial Ordinaria), que é resolvida utilizando a Série de
Fourier em uma variavel.

Para a solugao de uma laje retangular simplesmente apoiada com carga distribuida sobre toda a
laje, segundo Soares (2004), a solugdo homogénea foi obtida utilizando as mesmas equagbes
de Dias (2019), mudando apenas a nomenclatura de wm(y) para Ym(m). Dessa forma, como
Ym(m) é uma fungdo apenas de y, é necessdrio satisfazer as condi¢cdes de contorno apenas em
y = +(b/2).

Sabendo que a Equacéo 10 satisfaz as condigdes de contorno x = 0 e X = a serem simplesmente
apoiadas e substituindo a Equacgao 10 na equacao de Lagrange, a Equagao 11 é obtida.

o0 2 2 4_4
v oameTe e omtr mrxy 11
E (Ym -2 32 Ym+7ym> sen (T) =0
m=12,3...

Dessa forma, o somatério presente na Equagéo 11 s6 é valido para qualquer valor de x quando o
primeiro termo for nulo, resultando na Equagao 12:

m’z2 . mtpt (12)
32 Ym + 7 Y - 0

ylV _»

m

Sendo assim, a resolugdo da equagéo diferencial (Equagdo 12) pode ser observada na Equagéo
13 abaixo:

v _ (Amsenh (73X) + Bmcosh (2X) + (13)
™\ Cmysenh (™% + Dpycosh (™7*

a
Portanto, a Equagao 13 resulta na solugdo homogénea presente na Equagédo 14 a seguir, onde
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Am, Bm, Cm e Dm séo valores constantes que precisam ser obtidos.

s [(Amsenh ("ZX) + Bpcosh (T2 + ix "
Y, Z (Cmysenh (%) + Dmycosh(mﬂ'y) sen (_)

a

Prosseguindo, para a obtengdo da solugdo particular, Soares (2004) utilizou a série presente na
Equacgao 15.

W= 3 k() sen (™) 0%

Utilizando a Equagdo 15 foi desenvolvido o carregamento q(x,y) na forma de série simples,
presente na Equagéo 16.

mmx (16)
2 )

gx.y)= > am(y)sen (
m=1

Onde gm(y) é dado pela Equagao 17 a seguir:

mZX) dx (1 7)

am () = g foaQ(X,y)Sen(

Em seguida, substituindo a Equagdo 16 na equagao de Lagrange, é obtida a Equagéo 18 que se
apresenta:

-2 (T ks () k= B &

Dessa maneira, para a carga presente na Figura 5 e utilizando a Equacgéo 17 para q(x,y)=q0, o
autor obtém a Equacgéo 19 a seguir:

4
Im = ﬂ, param=1235.. (19)
mi
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Figura 5 - Laje com carga distribuida sobre toda a superficie.
a

| |

b/2

b/2

1

ly
Fonte: Soares, 2004.

Em seguida, substituindo a Equagao 19 na Equagao 18 e obtendo a solugdo particular, é obtida a
Equagéo 20.

o = 4qpa® (20)
T mbasD

Posteriormente, realizando os cdlculos da série da Equagdo 15 o autor obtém a Equagdo 21
como resultado.

CAgat & 1 mrx (21)
Y = 15D mzlz:;s ﬁsen( a )

Todavia, a simetria no eixo x da placa faz com que as constantes Am = Dm sejam 0 na Equacéo
14 e, somando a Equacao 14 e a solugdo da Equagdo 15 ou seja, a Equacgdo 21, é obtida a
Equagdo 22 que satisfaz as condigbes de contornoemx=0ex = a:

w = m_lii;m {% + Bmcosh (?) + Cmym;rysenh (?)] sen (?) (22)

Introduzindo as condigbes de contorno:

{ w=0 (23)

Pw _
&)yzio

Para valores de y = +- (b/2) o valor obtido para as constantes Bm e Cm sdo apresentados na
Equacgédo 24 e Equacéo 25

_4qoa4 + mrqoa’b tanh(am) (24)
75m>3 Deosh(am)

Bm =
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_ 2q02 (25)
™ w4m*Deosh(am)

Sendo assim, substituindo na Equagdo 22 os valores de Bm e Cm obtidos e simplificando a
equacdo, é obtida a equagdo de deslocamento de uma laje retangular simplesmente apoiada
com carga distribuida sobre toda a superficie pela solugé@o de Lévy, como mostra a Equagao 26:

m h m m
_ 4P34 - 1 1- aZ zisf(](lza,):)_z h (2ab y) mmnx (26)
YT D X m5 _mmy canp ((20my sen ( a )
m=1,3,5... +2acosh ((,vm)sen b
Onde:
= mmb (27)

2a

Posteriormente, com a ajuda de uma calculadora de derivadas on-line chamada Derivative
Calculator (SCHERFGEN, 2021) e utilizando as expressdes apresentadas anteriormente na
introdugdo, foram obtidas para as cortantes, momentos e momento torgor, as equagbes
necessarias para o célculo desses esfor¢os (Equag&o 28, 29, 30, 31 e 32) apresentadas abaixo:

00 Zq(‘rrmysenh( 2“;")' )+a(2 cosh (am)—(amtanh(am)+2)cosh(Z"T’"y)))cos( W;"X) (28)
Q. = Z m2cosh(am)m? -
N 8320mq(7rammyssnh( 2"‘—;’1 )+(7rbm—aam(am tanh(am)+2)cosh( 20‘—g"z)))cos( @)
m=1,35...

b2 cosh(am)m®

2 TTmx
Q=3 15 ﬁ(@))ﬁ 127a2bay,m + 8a iy * tanh () + 162%am, b

[W3b3m3 — 27%ab% 0 (atm tanh (o) +2) mz*} senh (222 | (29)
27 0tmm(7bm — 2a0i,)(mbm + 2ac,)ycosh (222

oo [ 2agsen(=x)(wmysenh( 22X )+a(2 cosh (aum)—(mtanh(am)+2)cosh( 222 ))) (30)
M. — Z m3cosh(am)m? N
x 8a3amqusen( T2 ) (wammysenh( 22my )+(Trbmfaam(nmtanh(am)+2)cosh(Q“T"’y)))
m=135.. | 75 b2 cosh(evm) m®
B0 [ 2aqvsen( =) (7 mysenh( Zomy )+a(2 cosh (aum)—(amtanh(am)+2)cosh( 2omy ))) (31)
M. — Z 73 cosh(am)m3 B
y Ba3amqsen(%m)(ﬂammysenh(—2ib’ﬂ + Wbm*aﬂm(Omtaﬂh(ﬂm)+z)C05h(mey)))
m=135... | w5 b2 cosh(am)m®
M - Zazq(vfl)((ﬂ'bmfzaam(am tanh ((.xm)+2))senh(z%’"y)+2Troz,nmycosh( Z“,;”y))cos("T"‘X) (32)
xy = Zm:1,3,5... wtbeosh(cum)m*
RESULTADOS

A partir daqui seréo realizados os célculos pela Solugdo de Lévy com base nos dados de entrada
da laje inserida pelo usudrio, apresentados anteriormente, bem como os dados de entrada
especificos da Solugao de Lévy escolhidos pelo usuario, como pode ser visto abaixo:

¢ Espagamento dos pontos do diagrama: 0.01 metros
¢ Tolerancia: 0.001 %
* Valor maximo de m: 31
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A convergéncia funciona por meio de porcentagem, onde o médulo utiliza a tolerancia definida
pelo usuério e realiza uma verificagdo do valor do termo atual com a soma total dos termos
anteriores. Caso a procentagem a ser somada no momento seja inferior a toleréncia, o valor é
desconsiderado e o célculo é encerrado.

RESOLUGAO DO PONTO ESCOLHIDO

A partir daqui serdo relizados todos os calculo dos esforcos e deslocamento para o a
coordenada definida pelo usuario.
A coordenada escolhida foi: (4.5,3) m.

Observagoes:

e As tabelas de resultados sd@o exibidas de acordo com a quantidade de algarismos
significativos que o usudrio definiu, nesse caso foram definidos 3 algarismos significativos.
Contudo, os célculos internos do médulo utilizam todas casas decimais dos valores;

e Considere "Zu" como sendo a notagao referente as expressoes dos somatérios dos esforgos/
deslocamento e "u" como sendo a prépria fungéo utilizada.

Dessa forma, utilizando as equagoes de esforgos mostradas anteriormente, apresenta-se abaixo
as tabelas referentes ao célculo dos esforgos na coordenada definida pelo usuario.

Calculo do coeficiente de rigidez D:
Para o calculo do coeficiente de rigidez é utilizada a Equagéo 7. Dessa forma, tem-se:

D = ((210000000)*(0.05*3))/(12*(1-0.3"2)) = 2403.846 [kN*m]

CORTANTE NO EIXO X

Para realizar o célculo da cortante no eixo x foi utilizada a Equagao 28. Dessa forma, observa-se
na Tabela 4 os termos "m", o valor da fungao para cada termo, o somatério realizado conforme
aumenta os termos "'m" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em relagéo ao
somatdrio total até o momento.

Tabela 4 - Resultado da cortante no eixo X no ponto escolhido
m u [kN/m] Zu [kN/m] Diferenca
Percentual (%)
1 -5.469 -5.469 -

3 -0.517 -5.986 9.457

De acordo com a Tabela 4, o critério de parada utilizado foi o da convergéncia uma vez que a
diferenga percentual atingiu um valor menor do que o considerado pelo usuario.

CORTANTE NO EIXO Y
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Para realizar o célculo da cortante no eixo y foi utilizada a Equagédo 29. Dessa forma, observa-se
na Tabela 5 os termos "m", o valor da fungéo para cada termo, o somatério realizado conforme

aumenta os termos "'m" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em relagédo ao
somatorio total até o momento.

Tabela 5 - Resultado da cortante no eixo Y no ponto escolhido

m u [kN/m] Su [kN/m] Diferenca
Percentual (%)

1 -0.695 -0.695 -

3 -0.0168 -0.712 2.416

5 -0.000605 -0.713 0.085

7 -0.0000202 -0.713 0.00284

De acordo com a Tabela 5, o critério de parada utilizado foi o da convergéncia uma vez que a
diferenga percentual atingiu um valor menor do que o considerado pelo usuario.

MOMENTO FLETOR NO EIXO X

Para realizar o calculo do momento fletor no eixo x foi utilizada a Equagao 30. Dessa forma,
observa-se na Tabela 6 os termos "m’, o valor da fungdo para cada termo, o somatério realizado
conforme aumenta os termos "'m" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em

relagdo ao somatério total até o momento.

Tabela 6 - Resultado do momento fletor no eixo X no ponto escolhido

m u [kN*m/m] >u [kN*m/m] Diferenca
Percentual (%)
1 2.289 2.289 -
3 0.366 2.655 15.987
5 0.103 2.757 3.865
7 0.0304 2.788 1.103
9 0.00547 2.793 0.196
11 -0.00300 2.790 0.107
13 -0.00475 2.785 0.17
15 -0.00382 2.781 0.137
17 -0.00212 2.779 0.0764
19 -0.000581 2.779 0.0209
21 0.000430 2.779 0.0155
23 0.000858 2.780 0.0309
25 0.000826 2.781 0.0297
27 0.000530 2.781 0.0191
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m u [kN*m/m] Su [kN*m/m] Diferenga
Percentual (%)
29 0.000163 2.782 0.00588

De acordo com a Tabela 6, o critério de parada utilizado foi o de valor maximo de m uma vez que

o célculo atingiu o valor do termo "m" definido pelo usudrio e ndo atingiu a convergéncia antes
disso acontecer.

MOMENTO FLETOR EIXO Y

Para realizar o calculo do momento fletor no eixo y foi utilizada a Equagdo 31. Dessa forma,
observa-se na Tabela 7 os termos "m’, o valor da fung@o para cada termo, o somatdrio realizado
conforme aumenta os termos 'm" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em

relag@o ao somatorio total até o momento.

Tabela 7 - Resultado do momento fletor no eixo Y no ponto escolhido

m u [kN*m/m] Zu [kN*m/m] Diferenca
Percentual (%)
1 1.388 1.388 -
3 0.125 1.513 9.012
5 0.0313 1.544 2.071
7 0.00914 1.553 0.592
9 0.00164 1.555 0.106
11 -0.000899 1.554 0.0578
13 -0.00143 1.552 0.0917
15 -0.00115 1.551 0.0739
17 -0.000637 1.551 0.0411
19 -0.000174 1.551 0.0112
21 0.000129 1.551 0.00833
23 0.000257 1.551 0.0166
25 0.000248 1.551 0.016
27 0.000159 1.551 0.0103
29 0.0000490 1.551 0.00316

De acordo com a Tabela 7, o critério de parada utilizado foi o de valor maximo de m uma vez que
o célculo atingiu o valor do termo "'m" definido pelo usudrio e ndo atingiu a convergéncia antes
disso acontecer.

MOMENTO TORGOR Mxy
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Para realizar o célculo do momento torgor Mxy foi utilizada a Equagéo 32. Dessa forma, observa-
se na Tabela 8 os termos "'m", o valor da fungdo para cada termo, o somatério realizado

o n

conforme aumenta os termos "m" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em
relagdo ao somatério total até o momento.

Tabela 8 - Resultado do momento fletor no eixo Y no ponto escolhido

m u [kN*m/m] Su [kN*m/m] Diferenga
Percentual (%)

1 -2.569 -2.569 -

3 -0.0108 -2.580 0.421

De acordo com a Tabela 8, o critério de parada utilizado foi o da convergéncia uma vez que a
diferenca percentual atingiu um valor menor do que o considerado pelo usuério.

DESLOCAMENTO

Para realizar o célculo do deslocamento foi utilizada a Equagao 26. Dessa forma, observa-se na
Tabela 9 os termos "m", o valor da fungao para cada termo, o somatoério realizado conforme

aumenta os termos "m" e a diferenga percentual entre o valor atual do termo em relagdo ao
somatdrio total até o momento.

Tabela 9 - Resultado do deslocamento no ponto escolhido

m u [mm] u [mm] Diferenga
Percentual (%)

1 2.168 2.168 =

3 0.0422 2.210 1.949

5 0.00432 2.215 0.195

7 0.000654 2.215 0.0295

9 0.0000711 2.215 0.00321

11 -0.0000261 2.215 0.00118

13 -0.0000296 2.215 0.00134

De acordo com a Tabela 9, o critério de parada utilizado foi o da convergéncia uma vez que a
diferenca percentual atingiu um valor menor do que o considerado pelo usuério.

RESUMO DOS ESFORGOS E DESLOCAMENTO

Por meio da Tabela 10 pode ser observado o resumo dos valores dos esforgos e deslocamento
obtidos para a coordenada escolhida.

Tabela 10 - Resumo dos esfor¢os internos e deslocamento para a coordenada escolhida
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X Y Qx [kN/ | Qy [kN/ Mx My Mxy w [mm]
m] m] [kN*m/ | [kN*m/ | [kN*m/
m] m] m]
4.500 3.000 -5.986 -0.713 2.781 1.551 -2.580 2.215
DIAGRAMAS

Abaixo estdo presentes os diagramas obtidos para a laje inserida pelo usudrio, com base no
espagamento escolhido pelo usuario (0.01 metros):

Figura 6 - Cortante no eixo X

CORTANTE NO EIX0 X (kN/m)

-7.951 -5.504 -3.058 -0.612 1.835 4.281 6.728 2174

-8.174 -6.728 -4.281 -1.835 0612 3.058 5.504 7.851

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022
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Figura 7 - Cortante no eixo Y

CORTANTE NO EIX0 Y (kN/m)

-5.405 -4 434 -2.463 -0.403 1.478

3.440 5.420 7.300

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022

Figura 8 - Momento no eixo X

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m)

0.678 2034 3.330 4745 6.101

-2.85e-16 1.356 2m 4.067 . 5423 6.779

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022
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Figura 9 - Momento no eixo Y

MOMENTO NO EIXO Y (kN*m/m)

0.311 0.932 1.553 2174 2705 3.418 4.037 4858

-6.52e-1 .621 124 1. 2434 10! .7, 4.

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022

Figura 10 - Momento torcor Mxy

MOMENTO TORGOR Mxy (kN*m/m)

-4.000 -2.775 -1.542 -0.308 0.925 2.150 3.202 4628

-4.626 -3.302 -2.150 -0.825 0.308 1542 2775 4.000

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022
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Figura 11 - Deslocamento

DESLOCAMENTO (mm)

0.702 2.107 3511 4018 6.320 7.725 0120 10.534
" 1

0.000 1.405 2.800 4214 5618 7.023 8.427 9.832

Fonte: IFESTRUT-LAJES, 2022
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